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STRESZCZENIE

W niniejszej pracy przedstawione sg metody $ci-
stego badania istnienia orbit okresowych w nie-
liniowych uktadach dynamicznych. Opisane me-
tody opieraja sie na arytmetyce przedziatlowej i
przedzialowej wersji operatora Newtona. Podane
sa przyktady analizy uktadu dyskretnego oraz cia-
gtego uktadu dynamicznego odpowiadajacego ob-
wodowi elektronicznemu trzeciego rzedu.

1 WSTEP

Podstawowymi metodami badania uktadéw nieli-
niowych sa symulacje komputerowe i eksperymen-
ty laboratoryjne. W symulacjach skomplikowane
trajektorie sa obserwowane podczas iterowania od-
wzorowania lub catkowania numerycznego uktadu
rownan rézniczkowych. Wiele z uzyskanych wyni-
kéw jest pozostawionych bez Scistego dowodu. Nie
ma jednak gwarancji, ze zawsze istnieje rzeczywi-
sta trajektoria ukladu pozostajaca w poblizu tra-
jektorii wygenerowanej przez komputer. W przy-
padku ukladéw chaotycznych, ktérych cecha jest
wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe ten problem
nabiera szczeg6lnego znaczenia. Kiedy odwzorowa-
nie jest iterowane za pomoca komputera lub gdy
obliczamy trajektorie uktadu ciagtego za pomoca
wybranej metody numerycznej nieuniknione bledy
zaokraglen powoduja, ze rzeczywista trajektoria i
trajektoria generowana przez komputer oddalaja
sie od siebie i po pewnym czasie staja sie niesko-
relowane. Powstaje pytanie, czy obliczenia nume-
ryczne daja wiarygodne wyniki.

Podobne pytania dotycza problemu istnienia or-
bit okresowych, ktére w symulacjach komputero-
wych sa znajdowane za pomoca jakiej$ wersji me-
tody Newtona. W niniejszej pracy pokazemy jak

mozna wykorzysta¢ komputer do uzyskania Sci-
stych wynikéw dotyczacych istnienia orbit okreso-
wych. Przedstawione zostang metody wykorzystu-
jace arytmetyke przedzialowa, ktére mozna efek-
tywnie zastosowaé¢ do dowodu istnienia i jedno-
znacznosci orbit okresowych. Opisany zostanie al-
gorytm do znajdowania wszystkich orbit okreso-
wych o niskich okresach.

Jako przyktad rozwazymy odwzorowanie ptasz-
czyzny w siebie, dla ktérego zostana znalezione
wszystkie orbity okresowe o niskim okresie (n <
30) oraz ciagly uktad dynamiczny, stanowiacy mo-
del ukladu elektronicznego trzeciego rzedu, dla
ktoérego zostanie wykazane istnienie wielu orbit
okresowych.

2 METODY ARYTMETYKI PRZEDZIA-
LOWEJ BADANIA ISTNIENIA OR-
BIT OKRESOWYCH

Opiszemy kilka metod, ktére moga stuzy¢ do Sci-
stego badania istnienia orbit okresowych. Ich cecha
charakterystyczna jest to, ze moga by¢ zaimple-
mentowane w komputerowej arytmetyce przedzia-
towej, ktéra pozwala na otrzymanie écistych wyni-
kéw za pomocyg komputera. Wstep do metod aryt-
metyki przedzialowej mozna znalezé w pracach [7]
lub [2].

Arytmetyka przedzialowa jest silnie rozwijajaca
si¢ galezig matematyki stosowanej, ktéra powsta-
ta, w celu zaspokojenia wymagan stawianych obli-
czeniom numerycznym, aby dawaly Sciste wyniki.
Obliczenia prowadzone w arytmetyce przedziato-
wej z odpowiednim rodzajem zaokraglen daja re-
zultaty, ktére zawierajg zaréwno wyniki obliczen w
arytmetyce komputera jak i wyniki doktadne (ob-
liczone w arytmetyce nieskonczonej precyzji).



W pracy tej bedziemy uzywadé liter pogrubio-
nych do oznaczenia przedzialéw, wektoréw prze-
dzialowych i macierzy przedzialowych i zwy-
ktych liter do oznaczania wielkoSci “rzeczywi-
stych”. Przez przedzial bedziemy rozumie¢ do-
mkniety ograniczony zbiér liczb rzeczysiwtych po-
staci:

x =[a,b] = {z: a <z < b}

Przedzial mozna réwnieé¢ rozwazaé jako uporzad-
kowang pare dwoch liczb rzeczywistych a a b, be-
dacych jego koncami. n—wymiarowy wektor prze-
dziatowy jest to uporzadkowany ciag n przedzia-
6w v = (x1,X2,...,X,). Wektor przedzialowy o
wymiarze n odpowiada kostce m—wymiarowej w
przestrzeni R™: {(x1,xa,...,2,): 2; € x; dlai =
1,...,n}.

Na zbiorze przedziatéw definiujemy podstawowe
operacje arytmetyczne

X10xy ={x=mz1022: ¥1 €X1,22 € X2}. (1)

gdzie ¢ jest jednym z nastepujacych operatorow:
+, —, - lub /. Wszystkie operatory poza dziele-
nie sa zdefiniowane dla dowolnych przedziatéw. W
przypadku dzielenia zakladamy, ze przedzial xg
nie zawiera liczby 0. Poniewaz liczba rzeczywista a
moze by¢ potraktowana jako zdegenerowany prze-
dzial a = [a, a], to arytmetyka przedzialowa zawie-
ra w sobie zwykta arytmetyke “rzeczywista”.

Dla wszystkich operacji arytmetycznych istnie-
ja wzory pozwajalace obliczy¢ przedzial, ktéry jest
wynikiem na podstawie koncéw wektorow podda-
nych dzialaniu danego operatora. Przykladowo dla
dodawania przedzialéw regula jest nastepujaca:

[a,b] + [e,d] = [a+ ¢, b+d].

W praktyce nie jest mozliwe wykonanie operacji
arytmetycznych (rzeczywistych czy tez przedziato-
wych) z nieskonczong dokladnoscia. Jestesmy za-
tem ograniczeni przez reprezentacje o skonczonej
precyzji. Okzazuje sie, ze jest mozliwa implemen-
tacja arytmetyki przedziatlowej na komputerze w
taki sposéb, aby operacje na przedzialach byly wy-
konywane z odpowiednimi zaokragleniami, wtedy
kiedy to konieczne prawego i lewego konca obliczo-
nego przedzialu, tak aby obliczony przedzial za-
wsze zawieral Scisty wynik. W “najlepszej” imple-
mentacji arytmetyki przedzialowej obliczony przez
komputer prawy koniec przedzialu jest najmniej-
sza liczbg reprezentowalna maszynowo, ktéra jest
nie mniejsza niz prawdziwy prawy koniec, za$ ob-
liczony lewy koniec jest najwieksza liczba repre-
zetowalna maszynowo nie wieksza niz prawdziwy
lewy koniec.

Istnieje wiele pakietéw oprogramowania, ktore
moga byé uzywane do przeprowadzania obliczen

w arytmetyce przedzialowej. Sa one dostepne jako
biblioteki w C, C++, Fortranie, oraz jako zestaw
procedur w Matlabie.

Niektére algorytmy przedzialowe sa rozszerze-
niem odpowiednich algorytméw dla liczb rzeczy-
wistych. Niektére jednak sa istotnie inne. Réznice
wynikaja z dualnego charakteru przedziatu. Ponie-
waz przedzial nie jest tylko liczba reprezentowana
przez swoje konce, ale rowniez jest zbiorem liczb
rzeczywistych, to mozna obliczy¢ przeciecie dwoch
lub wiecej przedzialéow lub sprawdzi¢ zawieranie
jednego przedzialu w drugim. “Samosprawdzajace
sie” metody przedstawione ponizej naleza do tej
wtasénie klasy.

2.1 Istnienie i jednoznaczno$é orbit okre-
sowych

Wprowadzmy definicje przedzialowego operatora
Newtona [1], [8], ktéry pozwala w prosty spos6b
stwierdzi¢ istnienie zera danej funkcji wewnatrz
zadanego wektora przedzialowego.

Zal6zmy, ze odwzorowanie R™ 3 z — f(x) €
IR™ jest ciagle i rézniczkowalne. Niech x C IR™
bedzie wektorem przedziatowym i wybierzmy zg €
x. f'(x) jest macierza przedzialowa zawierajaca
macierz Jakobianows odwzorowania f na wektorze
przedzialowym x. Zaktadamy, ze macierz f’(x)~!
istnieje. Niech N(x) = zo — f/(x) 7 f(z0). W celu
zbadania istnienia zer funkcji f wewnatrz wektora
przedzialowego x wyznacza si¢ przedziafowy ope-
rator Newtona

N(x) = zo — (f'(x)) ™" f(x0), (2)

Zwykle wybiera sie xg jako srodek wektora x.

Nalezy zauwazy¢, ze nie jest konieczne oblicza-
nie macierzy odwrotnej do macierzy przedziatowej
f'(x) w celu wyznaczenia N(x). W celu oblicze-
nia wyrazenia (f’(x))~!f(xo) mozna przykltado-
wo uzy¢ algorytmu Gaussa rozwiazywania uktadu
rownan liniowych.

Nastepujace twierdzenie [8], [1] moze byé uzyte
do dowodu istnienia i jedynoéci zer funkcji f.
Twierdzenie 1. Jesli N(x) C x to réwnanie
f(x) = 0 posiada dokladnie jedno rozwigzanie w Xx.
Jesli N(x) Nx =0 to nie ma zer funkcji f w x.

Przedzialowy operator Newtona moze by¢ uzyty
do badania istnienia zer w przypadku, gdy macierz
przedzialowa f’(x) jest regularna, tzn. jest zlozona
z macierzy niesingularnych. Operator Krawczyka
i operator Hansena—Sengupty [8] mozna uzyé¢ dla
szerszej klasy ukladéw. Dla tych operatoréw twier-
dzenia dotyczace istnienia i jednoznacznosci zer sg
analogiczne jak dla operatora Newtona.

2.2 Orbity okresowe

Twierdzenie 1 mozna wykorzystaé¢ do dowodu ist-
nienia orbity okresowej o okresie n poprzez zasto-



sowanie go do odwzorowania g = id — f". Te me-
tode bedziemy nazywaé standardowq. Inna mozli-
wos¢ to zastosowanie operatora przedzialowego do
odwzorowania G : (IR™)" — (IR™)" zdefiniowane-
go w nastepujacy sposob:
[G(Z)]k = ZL(k4+1) mod n — f(ﬂ?k), (3)
dlak=0,...,n—1, gdzie z = (zg,...,2n—1). Jest
oczywiste, ze G(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
o jest punktem stalym odwzorowania f". W tej
wersji, nazywanej globalng problem istnienia orbit
okresowych jest przetlumaczony na problem ist-
nienia zer odwzorowania o wymiarze n razy wiek-
szym. Okazuje sie, ze wersja globalna nadaje sig
znacznie lepiej do dowodu istnienia dtuzszych or-
bit okresowych.

W przypadku uktadow ciagltych w celu zastoso-
wania operatorow przedzialowych do dowodu ist-
nienia orbit okresowych dokonuje si¢ standardo-
wej redukceji problemu ciaglego do analizy uktadu
z czasem dyskretnym poprzez zastosowanie meto-

Hénona oraz zbiér putapka €.
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Rys. 1. Przykladowa trajektoria odwzorowania

dy odwzorowania Poincarégo.

2.3 Wszystkie orbity o okresie n

W celu znalezienia wszystkich orbit okresowych o
okresie n zawartych wewnatrz danego obszaru uzy-
wa si¢ kombinacji uogélnionej metody bisekcji oraz
Twierdzenia 1, w wersji standardowej lub global-
nej. Rozwazany obszar pokrywa sie kostkami wy-
miaru m (w jezyku arytmetyki przedzialowej sa to
wektory przedzialowe wymiaru m). Dla kazdego
wektora przedzialowego x wyznacza si¢ operator

przedzialowy N(x).

Jesli N(x) C x, to udowodniliSmy, ze wewnatrz

x znajduje sie dokladnie jeden punkt staly odwzo-
rowania f". Jedli wektory przedzialowe x i N(x)
sa rozlaczne to wiemy, ze wewnatrz x nie ma zad-
nych orbit o okresie n odwzorowania f. Jedli zaden
z tych dwéch warunkéw nie jest spelniony, to do-
konujemy podzialu kostki x na mniejsze kostki i
powtarzamy obliczenia.

W ten spos6b mozna znalezé liczbe oraz potoze-
nie orbit okresowych zawartych w danym obszarze.
Tterujac wielokrotnie operator przedziatowy na ko-
stce zawierajacej orbite okresowsg mozemy okresli¢
bardzo dokladnie polozenie orbity okresowej. Po-
prawe dokladnosci mozna kontynuowaé dopdki wa-
runek N(x) C x jest spelniony.

Znajac polozenie orbity okresowej mozna obli-
czy¢ macierz jakobianows odwzorowania w punk-
cie polozenia orbity okresowej i rozstrzygnaé pro-
blem stabilnoéci orbity okresowej.

W przypadku ukladéw ciaglych znalezienie
wszystkich orbit okresowych o krétkich okresach
moze by¢ trudne jesli nie niemozliwe. Wynika to z
faktu, ze odwzorowanie Poincarégo zwykle nie jest

odwzorowaniem ciaglym. Punkty nieciagtosci po-
jawiaja sie na skutek nietranswersalnych przecigé
trajektorii z plaszczyzna definiujaca odwzorowa-
nie Poincarégo. W miejscach nieciaglodci zastoso-
wanie twierdzenia o istnieniu orbit okresowych jest
niemozliwe, zag w poblizu punktu nieciggltoéci me-
tody Scistego obliczania obrazu punktu pod dzia-
taniem odwzorowania Poincarégo staja sie bardzo
nieefektywne. Zwykle wiec przy analizie uktadow z

czasem cigglym musimy ograniczy¢ sie do dowodu
istnienia wybranych orbit okresowych, bez pewno-
$ci, czy nie istnieja inne krétkie orbity okresowe.

W celu udowodnienia istnienia wielu orbit okre-
sowych mozna zastosowaé polaczenie metody bli-
skich powrotow poszukiwania orbit okresowych
[5] oraz przedzialowej metody Newtona. Najpierw
w symulacjach komputerowych znajduje sie frag-
menty trajektorii powracajace w poblize punktu
startowego. Uzywajac klasycznej metody Newto-
na znajduje sie dobre oszacowanie potozenia orbity
okresowej, a nastepnie tworzy sie wektor przedzia-
lowy o srodku w znalezionym punkcie i ustalonej
$rednicy. Dla tak zdefiniowanego wektora przedzia-
towego x wyznacza si¢ N(x) i sprawdza zalozenie
N(x) C x. Jesli zalozenie jest spelnione to ist-

nienie orbity okresowej zostato udowodnione. W

przeciwnym wypadku mozna ponowié¢ obliczenia
dla innej srednicy wektora x.



3 Orbity okresowe dla odwzorowania

Hénona

Jako pierwszy przyktad rozwazmy odwzorowanie
Hénona, zdefiniowane nastepujacym réwnaniem

h(z,y) = (1 +y — ax?,bx), 4)

gdzie a = 1.4, b = 0.3 sa klasycznymi waros$ciami
parametréw.

Na Rys.1 przedstawiona zostala przykladowa
trajektoria uktadu oraz czworokat €2, ktory jest
zbiorem pulapka dla odwzorowania Hénona, tzn.
h(2) C Q. Zbiér Q zawiera w sobie atraktor
Hénona obserwowany numerycznie. W naszych
rozwazaniach ograniczymy sie do badania dyna-
miki odwzorowania Hénona wewnatrz zbioru (.

Poréwnanie czaséw dzialania algorytméw poka-
zuje, ze dla matych n efektywniejsze jest uzycie
wersji standardowej, zas dla n > 13 metoda global-
na pozwala na znalezienie wszystkich orbit okreso-
wych w krétszym czasie. Okazuje sie, ze za pomo-
ca metody standardowej nie jest mozliwe znalezie-
nie wszystkich orbit o okresach wigkszych niz 17.
Dla wigkszych n koniecznie staje sie uzycie wer-
sji globalnej metody. Testy pokazuja, ze najszyb-
sza jest metoda Krawczyka, cho¢ w przypadku od-
wzorowania Hénona réznice w czasie obliczen sg
nieznaczne [4].

Dla odwzorowania Hénona znalezione zostaly
wszystkie orbity okresowe o okresie n < 30 zawar-
te w zbiorze €. Sa one przedstawione na Rys. 2.
Wymniki te zostaly podsumowane w Tabeli 1, gdzie
zestawione sa nastepujace dane: liczba @, orbit
okresowych o okresie n, liczba P,, punktéw statych
odwzorowania h™, oraz oszacowanie entropii topo-
logicznej H,, = n~1log(P,) na podstawie liczby
punktéw statych odwzorowania h"™. W szczegdlno-
$ci udowodniliémy w ten sposéb, ze wewnatrz ob-
szaru pulapki nie ma zadnych orbit okresowych o
okresie 3 i 5, oraz ze istnieja dokladnie 109033 or-
bity okresowe o okresie n < 30 i ze jest 3065317
punktéw nalezacych do tych orbit. Znalezione or-
bity okresowe daja bardzo dobra aproksymacje
atraktora Hénona.

4 Orbity okresowe dla obwodu Chuy

Jako kolejny przyklad rozwazmy obwéd Chuy [6],
nieliniowy uklad rzedu trzeciego. Obwoéd Chuy
opisany jest nastepujacym réwnaniem:

Ciz = Gy—=z)—g),
Coy = Gz —y)+2, (5a)
Lz = —y— Ryz,

gdzie g(-) jest trojsegmentowa funkcja odcinkami
liniowa

9(z) = Gpz+0.5(Ga— Gp)(|z+1] — |z —1]). (5b)

1 1 1 | 0.00000

2 1 3 | 0.54931

3 0 1 | 0.00000

4 1 7 | 0.48648

5 0 1 | 0.00000

6 2 15 | 0.45134

7 4 29 | 0.48104

8 7 63 | 0.51789

9 6 55 | 0.44526

10 10 103 | 0.46347

11 14 155 | 0.45849

12 19 247 | 0.45912

13 32 417 | 0.46408

14 44 647 | 0.46231

15 72 1081 | 0.46571

16 102 1695 | 0.46471

17 166 2823 | 0.46739

18 233 4263 | 0.46432

19 364 6917 | 0.46535

20 535 10807 | 0.46440

21 834 17543 | 0.46535

22 | 1225 27107 | 0.46398

23 | 1930 44391 | 0.46525

24 | 2902 69951 | 0.46481

25 | 4498 | 112451 | 0.46521

26 | 6806 | 177375 | 0.46485

27 | 10518 | 284041 | 0.46507

28 | 16031 | 449519 | 0.46485

29 | 24740 | 717461 | 0.46495

30 | 37936 | 1139275 | 0.46486
Tab. 1. Orbity okresowe dla odwzorowania
Hénona. Q, — liczba okrbit okresowych o okre-
sie n, P,, — liczba punktow stalych odwzorowania
h™, H,, — oszacowanie entropii topologicznej na

podstawie liczby orbit okresowych.

W niniejszej pracy powyzszy uklad rozwazany jest
z nastepujacymi wartoSciami parametréw: C; = 1,
Cy = 93515, G, = —3.4429, G, = —2.1849,
L = 0.06913, R = 0.33065, Ry = 0.00036. Dla
tych wartoéci parametréow w symulacjach kompu-
terowych obserwuje sie atraktor chaotyczny o na-
zwie “double-scroll”.

4.1 Metoda dowodu istnienia wielu orbit
okresowych

W celu zastosowania metod opartych na operato-
rach przedzialowych wprowadzimy pojecie uogdl-
nionego odwzorowania Poincarégo.

Przestrzen stanu IR mozna podzielié na trzy
obszary, w ktérych uklad réwnan rézniczkowych
opisujacych obwdéd Chuy jest liniowy. Sa one od-
dzielone plaszczyznami X1 = {x = (v,y,2)T €
R?: x = +1}. Oznaczmy ¥ = X, UX_. Oznaczmy
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Rys. 2. Or‘bity o okresie n (;dwzorowania Hé‘nona wewnatrz o‘bszaru pula‘pki Q dlan=1,...,30.

przez ¢ (x) trajektorie ukladu startujaca z punk-
tu z. Zdefiniujmy wogdlnione odwzorowanie Poin-
carégo jako H : ¥ 5 x — H(x) = oy )(z) € X,
gdzie 7(x) > 0 jest czasem po ktérym trajektoria
i(x) wraca do X.

Rozwazmy orbite {¢¢(Z)}iefo,r)- Niech n ozna-
cza liczbe punktow, w ktoérych trajektoria ta prze-
cina . Trajektoria {¢:(Z)}ic(o,r] jest okresowa
wtedy 1 tylko wtedy, gdy H™(Z) = z. W celu
udowodnienia istnienia orbity okresowej stosuje sie
przedzialowa metode Newtona do odwzorowania
id— H™ (wersja standardowa). Dla dluzszych orbit
okresowych zwykle macierz jakobianowa DH™(Z)
ma duza Srednice i nie mozna sprawdzi¢ zalozen
twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci zer [3].
W celu pokonania tych probleméw uzywa sie wer-
sji globalnej (odwzorowania (3)).

Obecnie podamy wyniki zastosowania techniki
opisanej powyzej do dowodu istnienia wielu orbit
okresowych dla obwodu Chuy. Najpierw zostala
wygenerowana sktadajaca sie z 60000 punktow tra-
jektoria odwzorowania Poincarégo. Poszukiwania

orbit okresowych zostaly ograniczone do orbit o
okresie mniejszym niz 150. Zostaly znalezione orbi-
ty quasi—okresowe, powracajace w otoczenie punk-
tu poczatkowego na odleglo$¢ ponizej 0.005 z cza-
sem powrotu mniejszym niz 150. Dla wigkszosci or-
bit quasi-okresowych udowodniono istnienie praw-
dziwej orbity okresowej w ich bliskim otoczeniu.
Ogdlem znaleziono 1354 rézne orbity okresowe o
okresie mniejszym niz 150, w tym osiem orbit sy-
metrycznych wzgledem poczatku ukladu. Poloze-
nie kazdej z orbit okresowych na zbiorze ¥ zostato
obliczone z doktadnoscia wieksza niz 10~7.
Niektore ze znalezionych orbit okresowych zo-
staly przedstawione na Rys. 3. Pokazane zostaly
wszystkie orbity okresowe o okresie mniejszym niz
44 i pie¢ znalezionych orbit symetrycznych. Ich pa-
rametry zostaly zebrane w Tabeli 2. n jest okresem
orbity w uogélnionym odwzorowaniu Poincarégo,
litera “S” oznacza, ze znaleziona orbita okresowa
jest symetryczna. W ostatniej kolumnie podany
jest przedzial zawierajacy okres orbity.
Zmalezione réwniez zostaly orbity okresowe o
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Rys. 3. Przyktadowe orbity okresowe dla obwodu Chuy.

Ip. n | symetryczna | okres

1 2 7.380584397

2 4 14.384438043

3 4 21.3302183%

4 6 21.67681573

5 4 24.70392?9

6 6 28.62708665

7 4 28.683698

8 8 29.08411548

9 4 29.529413
10 6 31.0621299
11 8 S 32.831752
12 8 32.998947
13 8 S 33.738133
14 8 35.722539
15 8 36.0215453
16 | 10 36.07506103
17| 10 36.45599672
18 8 38.73120893
19 8 38.7797155!
20 | 10 41.00009%
21 | 10 41.79856
22 | 10 42.97979182
23 | 10 43.39566235
24 8 S 43.97666749°
25 | 16 S 60.168288
26 | 16 S 60.267690%
27 | 160 790.03813%
28 | 246 1076.943122

Tab. 2. Przyktadowe orbity okresowe

dtuzszych okresach. Dwie z nich zostaly przedsta-
wione na Rys. 3 (orbity (27),(28)). Najdluzsza zna-
leziona orbita okresowa ma okres T =~ 1076.94,
ktory jest ponad 100 razy dluzszy niz okres naj-
krétszej znalezionej orbity (o okresie T & 7.38).
Technika dowodu oparta na globalnej wersji opera-
tora Newtona pozwala na udowodnienie istnienia
rowniez dlugich orbit okresowych.
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