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Spis oznaczen

R — zbiér liczb rzeczywistych,
Z, —  zbiér liczb caltkowitych,
N — zbidr liczb naturalnych,
0 — metryka,

I — miara probabilistyczna,

€= (&,86)T — punkt w R?,

&r = (€m,E€m)T — punkt staly,
x = (1,22,23)", y — punkty w R,

[ — norma,
[ 1]2 — norma Euklidesowa,

[l lloo — norma maksimum,

m(x,t) — uklad dynamiczny,

~(z) — trajektoria punktu z,

w(x), a(z) — dodatni i ujemny zbiér graniczny punktu z,

P — parametr uktadu, parametr sterujacy,

Po — warto$¢ nominalna parametru sterujacego,

OPmax — maksymalna zmiana parametru sterujacego,

Ay — zmiana parametru sterujacego przy sterowaniu dwupotozeniowym,
F(x,p), F(x) @ — pole wektorowe,

f — odwzorowanie,

hs — podkowa Smale’a,

hq — zdeformowana podkowa Smale’a,

Fixf — zbidr punktow stalych odwzorowania f,

I(f,U) — indeks punktu stalego odwzorowania f wzgledem zbioru U,
L(F,~) — obrét pola wektorowego F' wzdluz krzywej -,

h(f) — entropia topologiczna odwzorowania f,

0A — brzeg zbioru A,

intA — wnetrze zbioru A,

P — odwzorowanie plaszczyzny, odwzorowanie Poincarégo,

P, — odwzorowanie plaszczyzny, uogélnione odwzorowanie Poincarégo,
I — macierz jednostkowa,

AJ — macierz Jakobianowa,



Ass Ay
€5,€y
Ut, Uy
Vi

P+

stabilna i niestabilna warto$¢ wlasna,

wektory wlasne odpowiadajace wartoSciom wlasnym Ag, Ay,
obszary liniowosci ukladu Chuy,

plaszczyzny oddzielajace obszary Uy, Uy,

punkty stale uktadu Chuy nalezace do obszaréw U_.
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W przypadku wielu uktadéw fizycznych mata zmiana parametréw uktadu nie powoduje zasadniczej
zmiany jego zachowania. Przykladowo niewielka zmiana wartosci rezystancji jednego z elementow
poprawnie zaprojektowanego uktadu elektronicznego zwykle nie powoduje duzej zmiany potozenia
jego punktu pracy. Podobnie niewielka zmiana warunkéw poczatkowych czy tez sygnalu wymusza-
jacego nie powoduje duzej zmiany trajektorii ukladu.

Okazuje si¢ jednak, ze nie zawsze jest to regula. Istniejg uklady, w ktérych niewielka zmiana
warunkéw poczatkowych moze spowodowaé duze zmiany trajektorii uktadu (wrazliwo$é na warun-
ki poczatkowe) oraz ukladéw, w ktérych mala zmiana jednego z parametréw powoduje zmiany
jako$ciowe w ich dzialaniu (bifurkacje). W ostatnich latach opisano wiele przykladéw ukltadéw
fizycznych w tym elektrycznych i elektronicznych, w ktérych zaobserwowano skomplikowane za-
chowania dynamiczne zwane oscylacjami chaotycznymi [11, 56, 65, 74]. W niniejszej pracy bedziemy
rozwazaé uklady deterministyczne, tzn. takie, dla ktorych istnieje przepis na obliczanie przysztych
zachowan na podstawie zadanych warunkéw poczatkowych. W naszych rozwazaniach ograniczy-
my sie do uktadéw dyssypatywnych czyli rozpraszajacych energie. Przez chaos w takich uktadach
bedziemy rozumieé nieregularne zachowanie, ktére wydaje si¢ byé¢ przypadkowe, ale takie nie jest.
Przypadkowosé ta jest wynikiem wrazliwosci trajektorii na warunki poczatkowe objawiajaca si¢ w
tym, ze dwie trajektorie startujace z dowolnie bliskich punktéw, w przypadku ukladu chaotyczne-
go, zwykle wykladniczo oddalaja sie od siebie, pozostajac rownocze$nie w ograniczonym obszarze
przestrzeni fazowej, i po pewnym czasie staja sie nieskorelowane. Uklad chaotyczny jest to najpro-
$ciej méwiac uklad generujacy przebiegi ograniczone posiadajacy wlasnosé wrazliwoéci na warunki
poczatkowe.

W istocie chaos jest zjawiskiem powszechnym. W wigkszosci uktadéw nieliniowych wyzszych
rzedow przy pewnym doborze parametréw moga zosta¢ wygenerowane oscylacje chaotyczne. Z dru-
giej jednak strony nie jest znany zaden Scisty matematyczny dowdd, ze dany uklad elektroniczny
jest faktycznie ukladem chaotycznym, w szczegdlnosci nie wykazano choéby istnienia atraktora
dla zadnego z ukladéw o skomplikowanej dynamice. Wiekszos¢ stwierdzen o istnieniu chaosu jest
oparta wylacznie na obserwacjach czy to wynikow symulacji komputerowych czy tez przebiegow
pochodzacych z uktadow rzeczywistych. Jesli obserwowany przebieg nie jest oscylacja okresowa i
charakteryzuje sie duza nieregularnoscia to zwykle uznaje sie, ze jest to trajektoria chaotyczna. Nie
ma jednak pewnosci czy obserwowane trajektorie nie sg przebiegami okresowymi o bardzo dlugich
okresach lub tez przebiegami przej$ciowymi z okresowym zbiorem granicznym. Nie wiadomo réw-
niez czy efekty chaotyczne pochodzace z symulacji komputerowych nie sa wynikiem btedéw metod
catkowania ukladéw lub bledéw zaokraglen [1].

Wida¢ zatem, ze mimo oczywistych postepéw w zrozumieniu ukladéw chaotycznych ciagle brak
jest narzedzi pozwalajacych przeprowadzi¢ $cista analize ukladow generujacych drgania chaotyczne.
Badanie takich ukladéw jest utrudnione z uwagi na ich nieliniowa nature. Praktycznie kazdy z tych
ukladow musi byé¢ analizowany oddzielnie i bardzo trudno jest uogélni¢ wyniki, aby pokrywaly
szersza klase uktadow.
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Zachowania chaotyczne wystepujace w uktadach deterministycznych sa obecnie obszarem ak-
tywnych badan. Istnieje kilka gléwnych powoddéw zainteresowania uktadami chaotycznymi. Pierw-
szym z nich jest wzglad poznawczy. Wszystkie rzeczywiste uktady sa z natury rzeczy nieliniowe.
Zawsze istnieje granica, powyzej ktorej zwigkszeniu sygnalu wejsciowego nie odpowiada liniowy
wzrost sygnalu wyjéciowego. Najczesciej podczas analizy ukltadéw przyjmuje sie ich liniowy model.
Nie pozwala to jednak wyjasni¢ wszystkich zjawisk zachodzacych w tych uktadach. Jednym ze zja-
wisk mozliwych do wyjasnienia tylko przy uwzglednieniu efektow nieliniowych jest chaos, zjawisko
niemozliwe w skoniczenie wymiarowych liniowych uktadach dynamicznych. Interesujace jest zatem
poznanie warunkow generacji drgan chaotycznych oraz skonstruowanie narzedzi pozwalajacych na
ich analize. Zagadnieniu temu poswiecona jest pierwsza czesé pracy.

Z drugiej strony, jak juz wczesniej wspomnielidémy, zjawiska chaotyczne sa powszechne. Sa one
zwykle niepozadane w rzeczywistych uktadach. Jest oczywiste, ze filtr cyfrowy lub wzmacniacz ge-
nerujacy przebiegi chaotyczne jest bezuzyteczny. Wazne jest zatem opracowanie metod sterowania
pozwalajacych na zahamowanie niepozadanych oscylacji typu chaotycznego. W tym celu stosuje sie
rézne metody sterowania ukladéw. Bogaty przeglad metod sterowania ukladéw chaotycznych jest
przedstawiony przykladowo w pracach [58, 72]. Stabilizacja chaosu jest istotnym problemem prak-
tycznym. Istnieja urzadzenia o dynamice chaotycznej, ktérych dzialanie mozna poprawic jesli zmusi
si¢ je do generowania przebiegéw okresowych (np. laser [64]). Podobne zastosowania mozna sobie
wyobrazi¢ w innych dziedzinach, przykladowo wplywania na pogode w celu unikniecia katastrof
atmosferycznych. Znane sa réwniez uktady, ktére normalnie generuja przebiegi okresowe, a ktore
pod dzialaniem pewnych czynnikéw zaczynaja zachowywac sie w sposéb nieregularny (np. arytmia
serca). W dziedzinie zastosowan metod sterowania chaosem pojawily si¢ miedzy innymi prace na
temat stabilizacji pracy serca [41] i mocy lasera [64]. Problem sterowania ukladéw chaotycznych
jest rozwazany w drugiej czeSci niniejszej pracy.

Trzecia przyczyna zainteresowania ukladami chaotycznymi sg ich potencjalne zastosowania.
Ta dziedzina badan pojawila si¢ stosunkowo niedawno. Czynione sa proby stosowania drgan cha-
otycznych do przesylania [36] i kodowania [18] sygnaléw oraz generacji sygnaléw pseudo-losowych
posiadajacych z géry zadane pasmo czestotliwosciowe [66].

Elektroniczne uktady chaotyczne nadaja sie szczegoélnie dobrze do tego typu badan. Stosunkowo
tatwo mozna w nich w poréwnaniu z innymi uktadami fizycznymi dokonywaé¢ zmiany parametrow
ukladu, zmieniaé¢ skale czasu czy tez modelowaé inne uklady fizyczne, biologiczne lub chemiczne.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metod analizy uktadéw chaotycznych oraz wybra-
nych metod ich sterowania na przyktadzie ukladéw elektronicznych. Praca ta w zasadniczej czesci
poswiecona jest ciaglym ukladom trzeciego rzedu oraz dyskretnym ukladom dynamicznym dwéch
zmiennych. Ograniczenie takie wynika z kilku powodéw. Do zrozumienia mechanizméw rzadzacych
oscylacjami chaotycznymi wybiera sie uklady mozliwie proste. Ciagle uklady autonomiczne rzedu
mniejszego niz trzy nie moga generowaé drgan chaotycznych (twierdzenie Poincarégo-Bendixsona).
Zatem aby rozwazany uklad moéglt generowaé przebiegi chaotyczne jego rzad musi wynosi¢ co naj-
mniej trzy. Ponadto wiele ukladéow wyzszego rzedu generuje drgania chaotyczne, ktére moga by¢
zanurzone w przestrzeni o wymiarze trzy i wiele zjawisk zachodzacych w uktadach wyzej wymia-
rowych moze byé wyjasniona na podstawie analizy ukladéw rzedu trzeciego. Metody sterowania
uktadéw chaotycznych trzeciego rzedu opisane w niniejszej pracy mozna dosé prosto uogdélnié¢ na
uklady wyzszych rzedéw. Analiza dziatania metod sterowania w uktadach uktadach wyzszych rze-
dow jest jednak mniej przejrzysta z uwagi na wieksza liczbe stopni swobody.

W rozdziale pierwszym podane zostana wstepne definicje i oznaczenia oraz przedstawione zo-
stanag uktady dynamiczne rozwazane w niniejszej pracy.

Oryginalny dorobek autora zostal zawarty w rozdziatach drugim i trzecim. W rozdziale dru-
gim opisane zostana znane metody poszukiwania orbit okresowych oraz metody znajdowania ich
macierzy Jakobianowych na podstawie danych eksperymentalnych. Przedstawione zostana rowniez
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opracowane przez autora modyfikacje tych metod, przyspieszajace ich dzialanie oraz powodujace
zwiekszenie dokladnosci otrzymanych wynikow. W drugiej czesci rozdzialu podane zostanie ory-
ginalne twierdzenie o istnieniu nieskonczenie wielu orbit okresowych dla uktadéw dynamicznych z
zanurzong zdeformowana podkowa Smale’a. Osiagnieciem autora jest réwniez opracowanie algoryt-
mow pozwalajacych przy zastosowaniu arytmetyki interwatowej udowodni¢ zalozenia twierdzenia
o0 istnieniu nieskonczenie wielu orbit okresowych. Technika ta zostanie zilustrowana na przykladzie
obwodu Chuy. Istnienie nieskonczenie wielu orbit okresowych zostanie nastepnie wykorzystane do
udowodnienia, ze entropia topologiczna odwzorowania Poincarégo generowanego przez trajektorie
obwodu Chuy jest dodatnia.

Rozdzial trzeci jest poswiecony sterowaniu ukladow chaotycznych w sensie stabilizacji orbit
okresowych zanurzonych w atraktorze. Opisanych zostanie kilka znanych metod stabilizacji. Po-
dane zostana przyktady sytuacji kiedy zastosowanie tych metod nie jest mozliwe. Przedstawione
zostang dwie, pochodzace od autora, metody sterowania ukladami chaotycznymi: metoda mini-
mum odleglosci oraz grupa metod sterowania dwupolozeniowego. Zostana réwniez wyprowadzone
wyniki analityczne dotyczace mozliwosci zastosowania tych metod. Opisane metody sterowania
zostang zilustrowane wieloma przykladami symulacyjnymi. Przedstawiony zostanie réwniez szereg
wnioskéw wysnutych na podstawie przeprowadzonych eksperymentow.

Kilka o0s6b szczegdlnie przyczynilo sie do napisania tej pracy. Przede wszystkim chciatbym wy-
razi¢ podziekowanie promotorowi pracy dr hab. inz. Maciejowi Ogorzaltkowi za inicjatywe podjecia
tematyki uktadéw chaotycznych, wnikliwe przestudiowanie pierwszej wersji pracy oraz za cenne
uwagi podczas jej przygotowywania a takze za wielostronna pomoc w pracy naukowe;j.

Uwagi i wyjasnienia doc. dr hab. Jerzego Ombacha oraz mgr Piotra Zgliczynskiego z Instytutu
Matematyki Uniwersytetu Jagielloniskiego stanowily znaczna pomoc merytoryczna w sporzadzaniu
niniejszej pracy.

Czes$¢ wynikow zawartych w tej pracy powstata podczas pobytu w Institute for Network Theory
and Circuit Design w Uniwersytecie Technicznym w Monachium dzieki zaproszeniu prof. Josefa A.
Nosska, ktorego komentarze byly dla mnie niezwykle cenne.

Chciatbym rowniez podziekowaé mojej zonie Beacie za zrozumienie i stala zachete do prowa-
dzenia pracy naukowej.

%m’c@ fo‘v&'w

Krakéw, wrzesien 1995.
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

W rozdziale tym wprowadzone zostana podstawowe pojecia i definicje przydatne przy opisie ma-
tematycznym ukladéw chaotycznych.

1.1 Uklady dynamiczne

Wigkszosé definicji w tym podrozdziale pochodzi z pracy [5]. Deterministyczny uklad dynamiczny
jest to uktad, ktérego stan mozna w pelni okredli¢ przez podanie warunkéw poczatkowych oraz
réwnan ewolucji. Ponizej przedstawiona jest Scista definicja ukladu dynamicznego.

Definicja 1.1 (Uklad dynamiczny) Tréjke (X, T, 7), w ktérej X jest przestrzenia metryczna,
T jest grupa, zas 7 jest ciaglym odwzorowaniem z X x T'w X spelniajacym dla kazdego x € X i
dla kazdych t1,t2 € T nastepujace warunki:

7T($,0) =7, (1.1&)

m(m(z,t1),ta) = m(x, t1 + t2), (1.1b)

nazywamy ukladem dynamicznym.

Przestrzen X nazywana jest przestrzenig fazowq, zas w odwzorowaniem fazowym. W praktyce
najczesciej rozwaza sie przypadki gdy T jest zbiorem liczb catkowitych T' = Z (dyskretny uklad
dynamiczny) lub rzeczywistych T' = R (ciggly uklad dynamiczny). Dyskretny uklad dynamiczny
jest réwniez nazywany kaskadq, zas ciagly potokiem.

Czesto rozwaza sig¢ réwniez uklady semidynamiczne, w ktérych zbiér T posiada strukture pot-
grupy, T = R™* & [0,00) — ciagle uklady semidynamiczne, T = N & {0,1,2...} — dyskretne
uktady semidynamiczne.

Wazna klasg ukladéw dynamicznych sa uktady generowane przez uktady réwnan rézniczkowych
zwyczajnych postaci:

dx(t)

dt

gdzie x € R™ oraz F:R"™ x R — R. Jedli prawa strona ukladu (1.2) nie zalezy od zmiennej

t w sposéb jawny, to uklad rownan rézniczkowych nazywamy autonomicznym. Funkcja F jest

nazywana polem wektorowym poniewaz definiuje ona kierunek (wektor) i predko$é trajektorii w

kazdym punkcie przestrzeni stanéw. W niniejszej pracy bedziemy rozwazaé¢ uklady dynamiczne

— F(x(t),1), x(to) = X, (1.2)

11
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generowane przez autonomiczne uklady réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Nastepne twierdzenie
moéwi kiedy taki uktad réwnan definiuje uktad dynamiczny.

Twierdzenie 1.1 Rozwazmy autonomiczny uklad rownan rézniczkowych zwyczajnych

dx(t)
— = F(x(1)), (1.3)

gdzie odwzorowanie F:R™ — R"™ jest ciggle. Zalozmy, Ze dla kaidego x € R™ istnieje dokladnie
jedno rozwigzanie o(t,x) przechodzgce przez x, zdefiniowane na R i spelniajgce warunek o(0,x) =

x. Wéwezas odwzorowanie 7w(x,t) g o(t,x) definiuje ciggly uklad dynamiczny na R™.

Jesli odwzorowanie ¢(t,x) jest zdefiniowane na R to 7 jest ukladem semidynamicznym. o(t, x)
definiuje trajektorie réwnania rézniczkowego (1.3), z warunkiem poczatkowym x. Takie rozwiazanie
bedziemy réwniez zapisywaé jako x(t). Ponizsze twierdzenie méwi, ze uklady réwnan spelniajace
warunek Lipschitza generuja ciagte uktady dynamiczne.

Twierdzenie 1.2 Jesli odwzorowanie F spelnia globalnie warunek Lipschitza, tzn.
ko |[Fx) —F)ll <kllx—yll vx,y e R" (1.4)

to spelniony jest warunek na jednoznaczno$é rozwigzan wymagany w poprzednim twierdzeniu.

Dyskretne uktady dynamiczne pojawiaja sie¢ w naturalny sposob przy badaniach tzw. przeksztal-
cenia Poincarégo. Wystepuja one réwniez przy iteracjach odwzorowan bijektywnych. Méwi o tym
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.3 Jesli f: X — X jest ciggla bijekcjq i zdefiniujemy p(z,n) & f(x) to (X,Z, )
jest dyskretnym uktadem dynamicznym.

W przypadku gdy odwzorowanie f nie jest bijekcja to (X, ) jest ukladem semidynamicznym.

Przedstawimy obecnie definicje kilku pojeé, z ktorych bedziemy korzysta¢ w niniejszej pracy.
Niech (X, T, 7) bedzie ukladem dynamicznym.

Definicja 1.2 (Zbiér niezmienniczy) Zbiér A C X nazywamy niezmienniczym jesli w(x,t)€ A
dla kazdego z € AiteT.

Definicja 1.3 (Zbiér niedekomponowalny) Zbiér A C X nazywamy niedekomponowalnym je-
§li jest on domkniety i niezmienniczy oraz jesli dla dowolnych z,y € A i dla dowolnego £ > 0 istnieja
X =Xg, L1y ..., Ty =Yy Orazty, ..., t, > 1 takie, ze odlegto$é m(x;_1,t;) od z; jest mniejsza od e.

Definicja 1.4 (Zbiér minimalny) Zbiér M C X nazywamy minimalnym jesli jest on niepusty,
domkniety, niezmienniczy i zaden jego wlasciwy podzbiér nie ma tych witasnosci.

Definicja 1.5 (Trajektoria, ruch) Zbiér v(z) = {w(x,t):t € T} nazywamy trajektorig (orbitq)
punktu z. Zbiory v*(z) = {n(z,t):t > 0,t € T}, v~ (z) = {m(=z,¢):t < 0,t € T} nazywamy
odpowiednio dodatnig i ujemnqg semitrajektorig punktu x. Odwzorowanie m,:T — X zdefiniowane
przez m,(t) = w(x,t) nazywamy ruchem (przechodzacym przez x).

Definicja 1.6 (Punkt staly) Punkt z € X nazywamy punktem stalym jesli dla kazdego t € T
zachodzi w(z,t) = x.
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Definicja 1.7 (Punkt okresowy) Punkt 2 € X nazywamy okresowym jesli x nie jest punktem
stalym oraz istnieje t > 0 takie ze m(x,t) = x. Liczbe to = inf{t > 0:xw(z,¢) = =} nazywamy
okresem punktu okresowego x. Jedli punkt x jest okresowy to trajektorie v(x) nazywamy okresowa.

Definicja 1.8 (Zbiory graniczne) Zbiér w(z) = {y € X:3 ciag t,, — +oo taki, ze 7(z,t,) —
y } nazywamy dodatnim zbiorem granicznym punktu z. Zbiér a(z) = {y € X:3 ciag t, — —o0
taki, ze w(x,t,) — y} nazywamy ujemnym zbiorem granicznym punktu z.

Definicja 1.9 Zbiér A C X nazywamy dodatnio (ujemnie) rekursywnym w odniesieniu do zbioru
B C X jesli dla kazdego t € T istnieje s >t (s < t) oraz x € B takie, ze 7(z,s) € A.

Definicja 1.10 (Stabilno$é w sensie Poissona) Punkt z € X nazywamy dodatnio (ujemnie)
stabilnym w sensie Poissona jedli kazde otoczenie U punktu z jest dodatnio (ujemnie) rekursywne
w odniesieniu do zbioru jednoelementowego {z} (tzn. dla kazdego t € T istnieje s > t (s < t) takie,
ze w(z,s) € U).

Czesto jako definicje stabilno$ci w sensie Poissona przyjmuje sie warunek réwnowazny: punkt x
jest dodatnio (ujemnie) stabilny w sensie Poissona jesli z € w(z) (z € a(x)).

Definicja 1.11 (Punkt niewedrujacy) Punkt z € X nazywamy niewedrujocym jesli kazde oto-
czenie U punktu z jest dodatnio rekursywne wzgledem siebie (tzn. dla kazdego ¢ € T istnieje s > ¢
takie, ze w(U,s) N U # 0).

Definicja 1.12 (Stabilno$é w sensie Lagrange’a) Dla dowolnego = € X ruch m, nazywamy
stabilnym (dodatnio) (ujemnie) w sensie Lagrange’a jesli zbidr v(x) (v+(x)) (v~ (x)) jest zwarty.

Dla X = R" stabilno$¢ w sensie Lagrange’a jest réwnowazna ograniczonos$ci zbioréw v(z), 77 (z),
7 ().

Definicja 1.13 Ruch 7, nazywamy prawie okresowym jesli dla kazdego € > 0 istnieje relatywnie
gesty! zbiér liczb {1, }nez taki, ze

plr(x,t),m(z,t + 1)) < e

dla kazdego t € T' i dla kazdej liczby catkowitej n.

1.1.1 Wyktladniki Lapunowa

Wprowadzimy obecnie definicje wyktadnikéw Lapunowa [22]. Jedli stan poczatkowy ukladu dy-
namicznego jest lekko zaburzony, to eksponencjalna predkos$¢ z jaka to zaburzenie zwigksza lub
zmniejsza si¢ w czasie nazywamy wykladnikiem Lapunowa (lub wykladnikiem charakterystycz-
nym). W dalszej czesci bedziemy wykorzystywaé pojecie miary niezmienniczej. Zalézmy, ze (X, p)
jest przestrzenia z miarg oraz ze u jest miara probabilistyczna?.

Definicja 1.14 Niech (X,T,7) bedzie ukladem dynamicznym. Miare p nazywamy miara nie-
zmienniczg ukladu dynamicznego 7 jesli dla kazdego t € T', t > 0 i dla dowolnego mierzalnego pod-
zbioru E przestrzeni X zbiér w(FE, —t) jest mierzalny i spelniony jest warunek u(n(E, —t)) = u(E).

1Zbiér D liczb rzeczywistych nazywamy relatywnie gestym jeéli istnieje to > 0 takie, ze D N (t — to,t + to) # 0
dla kazdego t € R.
2Miare u przestrzeni X nazywamy probabilistycznag jesli u(X) = 1.
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Definicja 1.15 Odwzorowanie f: X — X nazywamy zachowujgcym miare jesli dla kazdego zbioru
mierzalnego A zbiér f~1(A) jest mierzalny i zachodzi réwnosé u(A) = u(f~1(A)).

Ponizej wprowadzimy definicje miary ergodycznej lub (co jest tym samym) nierozkladalnej. Miara
niezmiennicza p moze daé sie roztozy¢ na kilka czeéci, z ktérych kazda jest znoéw niezmiennicza.
Jesli nie, to méwimy, ze miara p jest ergodyczna.

Definicja 1.16 Niech (X, T, n) bedzie ukladem dynamicznym. Uklad dynamiczny nazywamy er-
godycznym jesli miara p(A) kazdego zbioru niezmienniczego A jest réwna 0 lub 1. Méwimy, Ze miara
w jest ergodyczna ze wzgledu na uktad dynamiczny 7 jesli uktad 7 jest ergodyczny ze wzgledu na

-
Dla miar ergodycznych zachodzi nastepujace twierdzenie ergodyczne:

Twierdzenie 1.4 ([22]) Jesli miara u jest ergodyczna za wzgledu na uklad dynamiczny 7 to dla
kazdej cigglej funkcji f rowno$é
T

T—oo T 0

zachodzi dla prawie wszystkich warunkoéw poczatkowych xo wzgledem miary p.

Innymi stowy dla prawie kazdego punktu zg $rednia czasowa z funkcji f jest réwna $redniej prze-
strzennej. Z twierdzenia ergodycznego mozna otrzymaé¢ wniosek, ze trajektoria prawie kazdego
punktu x trafia do kazdego zbioru miary dodatniej, a co wiecej, przebywa w tym zbiorze czas
asymptotycznie proporcjonalny do miary tego zbioru [24]. Opisana wlasno$é nazywa sie wlasno-
Scig asymptotycznie rownomiernego roztozenia trajektorii. Przy definicji wykladnikéw Lapunowa
bedziemy wykorzystywaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.5 (Oseledec [22]) Niech f: X — X bedzie odwzorowaniem zachowujgeym miare
w takim, Ze miara p jest ergodyczna. Niech ponadto T: X v— Myxn (Mpxn 0znacza ogoét macierzy
kwadratowych wymianu n) bedzie odwzorowaniem mierzalnym takim, Ze

/ u(dz) log™ | T()]| < oo, (1.5)

gdzie log™ u = max(0, logu). Niech T 2 T(f"Yax)) - T(f(x))T(x). Wowczas dla prawie wszyst-
kich x wzgledem miary p istnieje nastepujgca granica:
Ap & lim (T T2, (1.6)

gdzie T oznacza sprzezenie macierzy T (macierz To T jest macierzq dodatnio okreslong).

Definicja 1.17 Logarytmy warto$ci wlasnych macierzy A, nazywamy wyktadnikami Lapunowa.
Oznaczamy je przez A1 > A > ---. Sa one prawie wszedzie stale wzgledem miary p.

Niech A} > X, > -+ beda niepowtarzajacymi sie wyktadnikami Lapunowa. Niech E! bedzie pod-
przestrzenia R™ odpowiadajaca wartoSciom wlasnym mniejszym lub réwnym od exp(\}) macierzy
Ay. Wéwezas R™ = EL D E2 O - -+ i zachodzi nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 1.6 ([22]) Dla prawie wszystkich x wzgledem miary p zachodzi
1
lim —log||T ul| = A, (1.7)
n—oo N,

jesli u € EL\ Eit. W szezegolnosei dla wszystkich wektoréw u nie naleZqcych do podprzestrzeni
E2? granicq jest najwickszy wykladnik Lapunowa ;.
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Powyzsze twierdzenie jest szczegdlnie przydatne przy konstrukeji algorytméw szacujacych najwiek-
szy wykladnik Lapunowa w symulacjach komputerowych.

Wyktladniki Lapunowa dla kaskady

Rozwazmy dyskretny uktad dynamiczny (R, f), gdzie f: R™ — R™ jest funkcja rézniczkowalna.
Oznaczmy przez T (z) macierz (0f;/0x;) pochodnych czastkowych sktadnikéw f; w punkcie . Dla
n-tej iteracji f™ odwzorowania f pochodne czastkowe mozna obliczyé¢ z wzoru na pochodna funkcji
zlozonej:

O(f")i/0x; = T(f*~(x)) - T(f(2))T(x). (1.8)

Jedli p jest miarg ergodyczng dla odwzorowania f to zalozenia Twierdzenia 1.5 sa spelnione i
wykladniki Lapunowa sa zdefiniowane jako logarytmy wartosci wlasnych macierzy A, okreslonej
wzorem (1.6).

Jesli 62(0) jest mala zmiana wartosci poczatkowej (zakladamy, ze ta zmiana jest nieskonczenie
mala), to zmiana po czasie n jest dana wzorem

dz(n) = Ty 0x(0). (1.9)

Dla prawie wszystkich dx(0) na podstawie Twierdzenia 1.6 mamy dz(n) ~ §z(0)e™ i wrazliwo$é
na zmiane warunkéw poczatkowych odpowiada dodatniemu wykladnikowi Lapunowa A; > 0.

Wykladniki Lapunowa dla potoku

Rozwazmy ciaggly uktad dynamiczny (R™, R, 7). Tym razem stosujemy Twierdzenie 1.5 do odwzo-

rowania m1: R" +— R"™ zdefiniowanego przez m (z) g 7(z,1). Scidle rzecz biorac oznaczamy przez
T macierz pochodnych czastkowych odwzorowania m; w punkcie x. Jedli p jest miara ergodyczna
to nastepujaca granica istnieje:
A, S lim (TETHY? (1.10)
t—oo
Wyktadnikami Lapunowa cigglego ukladu dynamicznego nazywamy logarytmy warto$ci wtasnych
macierzy Ag.

Zwiazek wykladnikéw Lapunowa z typem atraktora

Istnieje $cisty zwiazek pomiedzy wykladnikami Lapunowa i typem atraktora. Przyktadowo stabilny
punkt staly ukladu cigglego posiada wszystkie wykladniki Lapunowa ujemne. Jesli trajektoria
atraktora nie zawiera punktu statego to co najmniej jeden wyktadnik Lapunowa jest réwny zeru
[35]. Atraktor bedacy orbita okresowa posiada jeden wykladnik Lapunowa réwny zeru i pozostale
mniejsze od zera. Atraktory prawie okresowe posiadaja kilka wykladnikéw Lapunowa réwnych zeru
i pozostate mniejsze od zera.

Istnieja rowniez atraktory, ktore posiadaja jeden lub wiecej dodatnich wyktadnikéw Lapunowa.
Bedziemy o nich méwi¢ w podrozdziale 1.2.

1.1.2 Entropia topologiczna

Obecnie przypomnimy definicje entropii topologicznej [68]. Niech (X, ) bedzie zwarta przestrzenia
metryczna, za$ « otwartym pokryciem X: a = {A4;}1,, X C U], A;, A; — otwarte.
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Definicja 1.18 Jedli a = {A;}}; i 8 = {B;}], sa otwartymi pokryciami przestrzeni X, to
iloczynem pokrycé a i 3 nazywamy pokrycie

aVBE{ANBi=1,...nj=1...m}

Definicja 1.19 Dla kazdego otwartego pokrycia « przestrzeni X niech N(«) oznacza liczbe zbio-
réw w podpokryciu o minimalnej mocy; podpokrycie® 8 pokrycia o nazywamy minimalnym, jesli
kazde inne podpokrycie ma nie mniej elementéw niz 3. Liczbe

Hy L1og N (o)
nazywamy entropiq pokrycia a.

Niech ¢: X — X bedzie odwzorowaniem ciagtym. Dla pokrycia a = {A;} oznaczmy ¢~ !(a) =
{p71(A;)}, gdzie o~ 1(A;) jest przeciwobrazem zbioru A; przez odwzorowanie ¢.

Definicja 1.20 Granice
1
h(p, @) 4 Yim —Ho(a Ve ) V...V " (a))
n—oo M,

nazywamy entropiq topologiczng przeksztalcenia ¢ wzgledem pokrycia a. Liczbe h(yp), okreslona
wzorem

df
h(p) = sup h(p,a)
o
nazywamy topologiczng entropiq przeksztalcenia p. Supremum jest rozciggniete na wszystkie moz-

liwe pokrycia otwarte a.

Entropia topologiczna h(y) jest parametrem liczbowym dyskretnego uktadu dynamicznego (X, ¢)
charakteryzujacym szybkos¢ “mieszania” punktéw X przez przeksztalcenie . Jedna z podstawo-
wych wlasnosci entropii topologicznej jest jej niezmienniczos¢é wzgledem sprzezenia topologicznego,
tzn. jedli uktady (X, ) i (Y, 1) sa topologicznie sprzezone? to h(p) = h(1)).

Powyzej przedstawiona zostala definicja entropii topologicznej dla ukladu dyskretnego. Wpro-
wadzimy teraz definicje entropii potoku [24]. Niech {X, R, 7} bedzie ciaglym ukladem dynamicz-
nym.

Definicja 1.21 Entropig topologiczng potoku { X, R, 7} nazywamy liczbe

h(w) = h(my), (1.11)
gdzie odwzorowanie m;: X +— X jest zdefiniowane jako my(x) 2 m(x,t).
Nastepujace twierdzenie orzeka, ze ta definicja jest naturalna.

Twierdzenie 1.7 ([24], str. 218) Niech {X,R, 7} bedzie cigglym ukladem dynamicznym. Wtedy
h(my) = [t[h(m).

Entropia topologiczna uktadéw zachowujacych sie w sposéb regularny (np. posiadajacych stabil-
ny punkt staly, ktory przyciaga wszystkie trajektorie) jest réwna zeru. Dla opisanych w nastepnym
podrozdziale uktadéw chaotycznych entropia topologiczna jest dodatnia.

3Pokrycie 3 = {4 };”:1 (1 <ij < n) sktadajace si¢ z wybranych zbioréw nalezacych do pokrycia a = {A;}7
nazywamy podpokryciem pokrycia c.

4Dyskretne uktady dynamiczne (X, @) i (Y,) nazywamy topologicznie sprzezonymi jedli istnieje homeomorfizm
h:X —Y taki, ze hop =10 h.
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1.1.3 Odwzorowanie Poincarégo

W tym podrozdziale wprowadzona zostanie definicja odwzorowania Poincarégo [42], ktére czesto
pojawia sie przy badaniu cigglych ukladéw dynamicznych. Konstrukcja odwzorowania Poincarégo
pozwala na uproszczenie analizy ukladu z uwagi na obnizenie wymiaru przestrzeni stanu. Niech
¢ bedzie potokiem generowanym przez uklad (1.3). Najpierw wybierzmy hiperplaszczyzne X,
transwersalna do potoku w punkcie x; oraz punkt xo = pr(x1) nalezacy do trajektorii punktu
X1, lezacy na hiperptaszezyznie ¥. Zakladamy, ze fragment trajektorii {¢¢(x1)}+e (o0, nie przecina
plaszczyzny X (jesli tak nie jest to musimy odpowiednio zmniejszyé ¥, przez wybranie otwartego
podzbioru hiperptaszczyzny ¥ zawierajacego punkty x1, Xo i nie zawierajacego innych punktéw z
rozwazanego fragmentu trajektorii).

Definicja 1.22 Odwzorowanie Poincarégo P:U — ¥ jest zdefiniowane przez:

P(x) = Py (x) £ () (%), (1.12)

gdzie U jest pewnym otoczeniem punktu x; w X oraz 7(x) jest czasem, po ktérym trajektoria
©t(x) wraca do X.

Istnienie cigglego odwzorowania Poincarégo, w przypadku gdy plaszczyzna ¥ jest transwersalna
do potoku w punktach x;, x2 wynika z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1.8 ([61, str. 316]) Jesli plaszczyzna X jest transwersalna do potoku w punktach
x1 1 Xo = pr(x1) to istnieje otwarte otoczenie U punktu x1 i dokladnie jedno odwzorowanie
7:U — R klasy C' takie, ze dla kazdego x € U zachodzi ¢, (x)(x) € ¥ oraz 7(x1) = T.

Odwzorowanie Poincarégo ma ciekawe wlasnosci w przypadku, gdy punkt x; nalezy do orbity
okresowej. Niech v bedzie orbita okresowa potoku. Wybierzmy punkt xr nalezacy do orbity okre-
sowej oraz hiperplaszczyzne 3 transwersalng do potoku w punkcie x . Wowczas istnieje otoczenie
U punktu xp w ¥ oraz ciagle odwzorowanie Poincarégo okreslone na U, takie ze czas powrotu
punktu xg jest réwny okresowi orbity . Jest oczywiste, ze punkt x jest punktem stalym odwzo-
rowania P i stabilno$¢ punktu xz odzwierciedla stabilnos¢ orbity okresowej v dla potoku. Jedna z
wazniejszych wlasnosci odwzorowania Poincarégo jest sformulowana w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 1.9 ([61, str. 318]) Niech x; i X2 bedg dowolnymi dwoma punktami lezgcymi na
pewnej orbicie okresowej. Niech X1 bedzie transwersalng do potoku hiperplaszczyzng zawierajgcg
X1 ¢ podobnie Yo transwersalng do potoku hiperplaszczyzng zawierajocq Xo. Wowczas macierze
Jakobianowe DPsx, (x1) i DPx,(x2) sq podobne®.

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze wartosci wlasne macierzy Jakobianowej odwzorowania Poin-
carégo w punkcie nalezacym do orbity okresowej nie zalezg od wyboru punktu na orbicie okresowej
oraz nie zaleza od wyboru plaszczyzny transwersalnej.

Dopuszczajac przypadek, ze punkty x; i x2 nalezg do réznych hiperplaszczyzn otrzymamy
uogolnione odwzorowanie Poincarégo. Wybierzmy dwa punkty x; i xo nalezace do tej samej tra-
jektorii, xo = pr(x1). Niech ¥; i X9 beda hiperplaszczyznami transwersalnymi do potoku odpo-
wiednio w punktach x; i Xs.

Definicja 1.23 Uogdlnione odwzorowanie Poincarégo Py, x,: U — X9 jest zdefiniowane przez

df
lezz (X) = <PT(X)(X), (113)

5Macierze A i B nazywamy podobnymi jedli istnieje nieosobliwa macierz T taka, ze A = T~ 'BT. Macierze
podobne maja takie same wielomiany charakterystyczne, a zatem takie same wartosci wlasne.
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gdzie U jest pewnym otoczeniem punktu X1 w X1 oraz 7(X) jest czasem, po ktérym trajektoria p:(x)
051gga 2.

Nastepne twierdzenie orzeka istnienie ciagtego uogdlnionego odwzorowania Poincarégo w pewnym
otoczeniu punktu x;, w przypadku gdy hiperplaszczyzny ¥; i X2 sa transwersalne do potoku w
punktach x; i xs.

Twierdzenie 1.10 Jesl X1 i Yo sq¢ hiperplaszczyznami transwersalnymi do potoku odpowiednio
w punktach X1 i X2 = @r(X1) to istnieje otwarte otoczenie U punktu x1 i dokladnie jedno odwzo-
rowanie 7:U — R klasy C* takie, ze dla kazdego x € U zachodzi ¢, (x)(x) € X oraz 7(x1) =T.

Dla uogdélnionego odwzorowania Poincarégo wlasno$¢ wartosci wtasnych macierzy Jakobianowej
nie jest zachowana. W podrozdziale 3.1.3 pokazane zostanie, ze warto$ci wlasne moga znacznie
zmienia¢ sie przy zmianie polozenia punktéw x; i X2 na orbicie okresowej. Rowniez jakoSciowa
zmiana wartosci wlasnych (decydujace o stabilnodci polozenie wzgledem okregu jednostkowego)
jest mozliwa.

1.2 Uklady chaotyczne

W niniejszym podrozdziale przedstawimy definicje dziwnego atraktora i ukladu chaotycznego. W
literaturze zwykle stowo “dziwny” jest uzywane w odniesieniu do struktury geometrycznej lub
ksztaltu atraktora i oznacza, ze atraktor posiada takie wlasnosci jak niecatkowity wymiar fraktal-
ny, strukture zbioru Cantora lub nie jest nigdzie rézniczkowalny [33]. Natomiast stowo “chaotyczny”
odnosi sie do dynamiki typowej trajektorii na atraktorze i oznacza, ze bliskie trajektorie rozbiegaja
sie eksponencjalnie. Méwi sie rowniez w takim przypadku, ze uklad jest czuly na zmiane warun-
kéw poczatkowych. W wielu przypadkach chaotyczne atraktory sa réwniez dziwne. Przyktadowo
rozwazane przez nas w pozniejszej czesci pracy odwzorowanie Hénona wykazuje eksponencjalnag
rozbieznos¢ bliskich trajektorii, za$ atraktor posiada strukture zbioru Cantora. Istnieja jednak
przyktady chaotycznych atraktoréw, ktére nie sa dziwne, oraz dziwnych atraktoréw, ktére nie sa
chaotyczne [33].

Przed wprowadzeniem definicji dziwnego atraktora przypomnimy definicje transwersalnego
punktu homoklinicznego [68].

Definicja 1.24 Moéwimy, ze dwie podrozmaitoéci N, P przestrzeni M przecinaja sie transwersalnie
w punkcie x jesli przestrzenie styczne T, N i T, P rozpinaja przestrzen T, M.

Definicja 1.25 Niech xg bedzie punktem stalym uktadu dynamicznego (R™, R, 7). Zbiory W*(xq)
{x:limy— oo m(x,t) = X0}, W (x0) = {x:limy_._ oo 7(X,t) = X¢} nazywamy odpowiednio stabilng
i neestabilng podrozmaito$cig punktu statego xg.

Definicja 1.26 Punkt x nazywamy punktem homoklinicznym jesli lezy on na przecieciu stabilnej
i niestabilnej podrozmaitosci pewnego punktu stalego, tzn.

x € W¥(xo) N W?(x0) (1.14)

dla punktu stalego x¢ przy czym x # x¢. Punkt homokliniczny nazywamy transwersalnym jesli
W*(x0) 1 W*(x¢) przecinajg si¢ transwersalnie w punkcie x.

Istnienie transwersalnych punktéw homoklinicznych bardzo komplikuje strukture trajektorii. W
uktadach dynamicznych posiadajacych transwersalne punkty homokliniczne wystepuje zjawisko
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podkowy Smale’a, co w konsekwencji implikuje istnienie nieskonczenie wielu punktéw okresowych
uktadu dynamicznego.

Nie istnieje ogdlnie przyjeta definicja dziwnego atraktora. W wiekszosci uzywanych definicji
dziwny atraktor jest to zbiér niezmienniczy przyciagajacy trajektorie ze swego otoczenia lub jego
czesci o dodatniej mierze, posiadajacy skomplikowana strukture geometryczng. W niniejszej pracy
nie bedziemy zainteresowani geometrycznymi wlasnoéciami dziwnych atraktoréow, lecz raczej za-
chowaniem dynamicznym ukladu w jego otoczeniu. Przedstawiona ponizej definicja chaotycznego
atraktora zaczerpnieta z pracy [42] abstrahuje od jego geometrycznej struktury opierajac sie na
pewnych wlasnosciach topologicznych.

Definicja 1.27 Atraktor jest to niedekomponowalny zbiér A posiadajacy otoczenie U takie, ze dla
kazdego x € U dodatni zbidr graniczny w(x) jest zawarty w zbiorze A oraz dodatnia semitrajektoria
T (x) jest zawarta w zbiorze U. Atraktor nazywamy chaotycznym jesli zawiera transwersalna orbite
homokliniczna.

Stwierdzenie istnienia trajektorii homoklinicznej w rzeczywistym ukladzie jest stosunkowo trud-
ne. Niezbedne jest zatem okreslenie wlasnosci uktadéw chaotycznych pozwalajacych odréznié je od
innych uktadéw. Z praktycznego punktu widzenia zachowanie chaotyczne moze by¢ okreslone jako
ograniczone, ustalone zachowanie systemu, ktére nie jest punktem stalym, orbita okresowa ani
prawie okresowa.

Istnieje kilka cech uktadéw chaotycznych utatwiajacych ich rozpoznawanie. Nalezy do nich
widmo czestotliwosciowe, ktére w przypadku uktadow chaotycznych posiada ciggle spektrum.

Jedna z najwazniejszych cech uktadéw chaotycznych jest tzw. czulo$é na zmiane warunkow po-
czatkowych czyli istnienie dodatniego wspoélczynnika Lapunowa. W takim przypadku rozwiazania
uktadu startujace z dwéch dowolnie blisko potozonych warunkéw poczatkowych najczesciej oddala-
ja sie od siebie z eksponencjalna predkoscig charakterystyczna dla uktadu i po pewnym czasie staja
sie nieskorelowane. Jest to na tyle wazna cecha ukladéw chaotycznych, ze w wielu pracach pojawia
sie ona w definicji atraktora chaotycznego (przykladowo w pracy [33] atraktorem chaotycznym
nazywa sie atraktor, dla ktérego typowa orbita na atraktorze posiada dodatni wykladnik Lapuno-
wa). Czulo$¢ na zmiane warunkéw poczatkowych ma powazne implikacje praktyczne. W praktyce
zawsze istnieje pewien blad pomiaru warunkéw poczatkowych ukladu, i blad ten ro$nie wraz z
czasem. Zatem z praktycznego punktu widzenia uktady chaotyczne sa nieprzewidywalne w dtugich
okresach czasu. Koncepcja wyktadnikéw Lapunowa jest na tyle silna, ze pozwala odrézniaé¢ od
siebie uklady chaotyczne. Przyktadowo jesli co najmniej dwa wyktadniki Lapunowa sa dodatnie to
uktad nazywany jest hiperchaotycznym.

Kolejng wlasnoscig ukladow chaotycznych jest dodatnio$é entropii topologicznej. W niektérych
pracach wlasnosé ta jest podawana jako definicja chaosu. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze dodat-
nioé¢ entropii topologicznej jest warunkiem stabszym niz poprzednie. Dodatnia entropia topolo-
giczna nie implikuje istnienia atraktora, zatem w ukladzie w ta wlasnoécia mozemy nie obserwowaé
zachowan chaotycznych dla typowej trajektorii.

Inna cecha atraktoréw chaotycznych jest istnienie nieskoficzenie wielu niestabilnych orbit okre-
sowych nalezacych do atraktora. Z tej wlasnosci bedziemy korzystaé¢ w rozdziale 3. przy omawianiu
problemu sterowania uktadéw chaotycznych w sensie stabilizacji jednej z orbit okresowych zanu-
rzonych w chaotycznym atraktorze. Kolejna wlasno$cia, z ktérej bedziemy czesto korzystac jest
gestoéé typowej trajektorii na chaotycznym atraktorze, wynikajaca z ergodycznosci uktadu. Ozna-
cza ona, ze typowa trajektoria odwiedza wszystkie czesci atraktora i przechodzi nieskonczenie wiele
razy dowolnie blisko kazdego punktu nalezacego do atraktora.

W niniejszej pracy bedziemy rozwazaé autonomiczne uktady dynamiczne. Ponizsze twierdzenie
mowi o niemozliwo$ci istnienia zachowan chaotycznych w ukladach dynamicznych podyktowanych
autonomicznym réwnaniem rézniczkowym rzedu drugiego.
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Twierdzenie 1.11 (Poincarégo-Bendixsona [42, str. 44])
Niepusty zwarty dodatni lub ujemny zbior graniczny cigglego ukladu dynamicznego na plaszczyinie,
ktory nie zawiera punktow stalych, jest orbitq zamknietq.

7 uwagi na to, aby mie¢ mozliwos¢ uzyskania zachowan chaotycznych, bedziemy rozwazaé uktady
rzedu trzeciego.

1.3 Przykladowe uklady chaotyczne

W tym podrozdziale podane zostang przyklady ukladéw chaotycznych rozwazanych w niniejszej
pracy.

1.3.1 Odwzorowanie Hénona

Odwzorowanie Hénona podane jest nastepujacym wzorem:

(1)-(5)

gdzie a i b sg liczbami rzeczywistymi a = 1.4, b = 0.3.

Rysunek 1.1: Trajektoria odwzorowania Hénona

Odwzorowanie powyzsze jest przyktadem dyskretnego uktadu dynamicznego drugiego rzedu
wykazujacego dynamike chaotyczna [38]. Ze wzgledu na swoja prostote bylo czesto uzywane jako
uktad testowy dla metod sterowania ukladéw chaotycznych [23, 60]. Na Rys.1.1 przedstawiona
zostala przykladowa trajektoria uktadu, sktadajaca sie z 10000 punktéw.
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1.3.2 Obwdd Chuy

Poniewaz na mocy Twierdzenia 1.11 ciagly autonomiczny uktad dynamiczny rzedu dwa nie mo-
ze wykazywaé¢ dynamiki chaotycznej to, z uwagi na postawiony cel pracy, jestedmy zmuszeni do
rozwazania ukladéw co najmniej trzeciego rzedu. Stosunkowo prostym ukladem rzedu trzeciego
o skomplikowanej dynamice jest obwdéd Chuy, przedstawiony na Rys.1.2a. Sklada si¢ on z pieciu
element6éw liniowych (dwéch pojemnosci Cy, Cq, indukcyjnosci L i dwéch rezystancji R, G) oraz
jednego elementu nieliniowego oznaczonego jako G,.

(a) (b)

: g(u) a

Rysunek 1.2: Obwdd Chuy, (a) struktura potaczen, (b) charakterystyka elementu nieliniowego

Idealny obwéd Chuy mozna rozwazac jako autonomiczny uktad réwnan rézniczkowych trzeciego
rzedu z jedna nieliniowo$cia, opisany nastepujacym roéwnaniem stanu:

dz

CIE = 79(1:)4»2’

d

Czd—zz = —Gy+2, (1.16)
d

Ld—i = —x—y— Rz,

gdzie g(-) jest tréjsegmentowa funkecja odcinkami liniowa (poréwnaj Rys. 1.2b)

9(x) = Gpx + 0.5(Gy — Gp)(|Jz + E| — | — E|). (1.17)

W uktadzie tym wystepuje wiele zjawisk dynamicznych réznego typu. Przy réznych wartosciach
parametréw obserwowano stabilne punkty stale, orbity okresowe o réznych diugosciach, zjawisko
podwajania okresu, wiele rodzajéow dziwnych atraktoréw (np. atraktor typu Roslera, “double-
scroll”; “double-hook”) [11]. W niniejszej pracy powyzszy uklad rozwazany jest z nastepujacym
zbiorem parametrow:

C1 =1.02,Cy = —0.632,G = —0.0033, L = —1.02,

1.18
R=-0.33,G, = —0.419,G, = 0.839, F = 1. (1.18)

Dla tych wartosci parametréw obserwowano atraktor typu double-scroll. Jego rzut na plaszczyzne
x, y zostal przedstawiony na Rys.1.3.

Poniewaz prawa strona réwnania (1.16) jest odcinkami liniowa to spelnia globalny warunek Lip-
schitza. Zatem na podstawie Twierdzenia 1.2 uklad (1.16), (1.17) posiada wlasnosé jednoznacznosci
rozwiazan.
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Rysunek 1.3: Trajektoria typu double-scroll w obwodzie Chuy — symulacja komputerowa

Przestrzen stanéw R? mozna podzielié na trzy otwarte obszary, w ktérych uklad réwnan réz-
niczkowych opisujacych obwéd Chuy jest liniowy:

Uid:f{x:(z:,y,z)TERg::I:z> 1},

df (1.19)
Up={x=(v,y,2)T e R3:[z| <1},
oddzielone ptaszczyznami
Vi d:f{x: (x,y,z)T cR3% 2z =+1}. (1.20)
Roéwnanie stanu moze by¢ zapisane w nastepujacej postaci:
dx Ax x €Uy
e B(x—py) dla zeUy | (1.21)
B(x—p-) zeU_

gdzie A i B sg macierzami kwadratowymi wymiaru 3 o wspélczynnikach rzeczywistych, natomiast
p+ i p— sa punktami stalymi ukladu (1.16) nalezacymi do obszaréw Uy i U-. W obszarach U,
Uy, U_ rozwiazanie réwnania stanu mozna zapisaé¢ jako: x(t) = e®'x, x(t) = Bt (x — p4) + py,
x(t) = B'(x—p_)+ p_.

1.3.3 Sieé komoérkowa

Dynamika neuronowej sieci komodrkowej skladajacej sie z N neuronéw jest opisana ukladem N
réwnan rézniczkowych

dz i
dt

N N
= —a:i—i—Zaijf(mj)—i—Zbijuj +1;, i=1,...,N, (1.22)

j=1 j=1
gdzie f(-) jest charakterystyka nasyceniowa (poréwnaj Rys. 1.4b) opisana réwnaniem

f(x) =0.5(|x + 1] — |z — 1)), (1.23)
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przy czym xz; dlai = 1,..., N sa zmiennymi stanu, f(x;) jest sygnalem wyjsciowym i-tej komorki,
u; jej sygnatem wejsciowym, a;;, b;; oraz i; sa wspotczynnikami rzeczywistymi. Zwykle zaklada
sig, ze komoérki ustawione sa w regularnej sieci. W celu ograniczenia liczby potaczen zaklada sie,
ze kazda komoérka jest potaczona tylko ze swoimi sasiadami (tzn. a;; = 0, b;; = 0 jesli komérki ¢, j
sa polozone daleko od siebie).

(a) (b)

f(X) A
1

\

Sl s s

-1

Rysunek 1.4: Tréj-komérkowa sie¢ neuronowa, (a) struktura polaczen, (b) charakterystyka nasy-
ceniowa

W pracy tej rozwazana byla sie¢ komorkowa zawierajaca trzy komoérki, bez wymuszenia ze-
wnetrznego. Schemat polaczen w sieci zostal przedstawiony na Rys.1.4a. Rownania stanu takiego
uktadu mozna zapisaé w postaci:

‘jl_f = —z+pfl) —sfly) —sf(z),
% = —y—sf(z)+p2fly) —rf(2), (1.24)
% = —z—sf(x)+rfy) +psf(z).

Powyzszy uktad réwnan byl rozwazany z nastepujacym zbiorem parametréow: p; = 1.25, po = 1.1,
ps = 1, s = 3.2, r = 4.4. Dla tych wartosci parametréw obserwowano zachowanie chaotyczne
obwodu [74]. Rzut trajektorii ukladu na plaszczyzne x, y zostal przedstawiony na Rys.1.5.
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15

0.5-

Rysunek 1.5: Rzut trajektorii tréj-komérkowej sieci neuronowej na plaszczyzne x, y — symulacja
komputerowa



Rozdziat 2

Badanie istnienia orbit okresowych

W rozdziale tym zajmiemy si¢ metodami poszukiwania rozwigzan okresowych ukladéow dynamicz-
nych oraz metodami dowodzenia istnienia takich orbit.

Poszukiwanie orbit okresowych jest waznym problemem w badaniach ukladéw chaotycznych.
7 teoretycznego punktu widzenia ilos¢ i polozenie orbit okresowych moze stuzyé do charaktery-
zacji topologicznej struktury atraktora chaotycznego [4, 12, 34, 47, 54, 55]. Orbity okresowe i
ich wzgledne dlugosci sa niezmiennikiem topologicznym. Istnienie orbit okresowych o konkretnych
dtugosciach moze zatem stuzy¢ do rozrézniania od siebie atraktoréw, co moze by¢ przydatne do
stwierdzenia czy atraktor uktadu rzeczywistego i jego modelu matematycznego sg topologicznie
rownowazne. Orbity okresowe tworza “szkielet” atraktora i okreslaja jego przestrzenne ulozenie.
Na podstawie liczby orbit okresowych mozna oblicza¢ rowniez pewne wartosci charakterystyczne
uktadu np. jego entropie topologiczna [68]. Polozenie orbit okresowych w chaotycznym atraktorze
jest réwniez wazne z praktycznego punktu widzenia. Mozliwosé znalezienia orbit okresowych oraz
ich parametréw takich jak wartosci wlasne macierzy Jakobianowej na podstawie danych ekspe-
rymentalnych jest niezbedna w celu stabilizacji orbit okresowych za pomoca metod opisanych w
nastepnym rozdziale (poréwnaj [15, 60]).

W pierwszej czesci przedstawione zostana metody poszukiwania orbit okresowych na podsta-
wie ciagu probek pochodzacych z ukladu. Opisany zostanie réwniez sposéb obliczania macierzy
Jakobianowych orbit okresowych.

W drugiej czesci tego rozdzialu zajmiemy sie¢ metodami analitycznymi dowodu istnienia or-
bit okresowych. Przedstawione zostana metody, za pomoca ktorych udowodnimy w sposéb Scisty
istnienie nieskonczenie wielu orbit okresowych dla ukladu Chuy oraz oszacujemy jego entropie
topologiczng dowodzac chaotycznoéci uktadu w sensie posiadania dodatniej entropii topologiczne;j.

2.1 Obliczenia na podstawie danych eksperymentalnych

2.1.1 Poszukiwanie rozwigzan okresowych

Lathrop i Kostelich w pracy [47] zaproponowali technike wykrywania orbit okresowych zanurzo-
nych w dziwnym atraktorze na podstawie ciggu préobek uzyskanych z eksperymentéw. Identyfikacja
orbit okresowych jest oparta na poszukiwaniu e-pseudookresowych orbit, ktore moga by¢ zdefinio-
wane jako czedci trajektoril {x(7) : 7 € [t1,t2]} gdzie t1 < t2 przy czym spelniony jest warunek
o(x(t1),x(t2)) < € oraz istnieje t € (t1,t2) takie, ze o(x(t1),x(t)) > e, gdzie o(x,y) oznacza odle-
glo$é miedzy punktami x i y. Zalézmy, ze dysponujemy ciggiem prébek {x;}YY; odpowiadajacych

25
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punktom na pewnej trajektorii uktadu. Dla kazdego punktu x; szukamy minimalnej liczby cal-
kowitej m > 0 spelniajacej warunek o(X;im,X;) < €1, gdzie €1 jest pewna mala dodatnia liczba
rzeczywista. Jesli €; jest odpowiednio male to oczekujemy, ze w malym otoczeniu znalezionej €1-
pseudookresowej orbity znajduje sie prawdziwa orbita okresowa. Nie zawsze musi by¢ to prawda.
Mozliwa jest sytuacja, gdy nie istnieje orbita okresowa pomimo istnienia orbity pseudookresowej
dla dowolnie matego €. Jednak mimo to opisana powyzej metoda heurystyczna daje w wielu przy-
padkach dobre rezultaty. Postepujac w ten sposéb znajdziemy wiele orbit pseudookresowych. Wiele
z nich moze odpowiadaé¢ tym samym orbitom okresowym. Musimy zatem mie¢ jakies kryterium roz-
rézniajace orbity okresowe. Odlegtoéé miedzy orbitami wygodnie jest mierzyé za pomoca metryki'
Hausdorffa [6], okreslajacej odlegto$é miedzy zbiorami A i B w nastepujacy sposéb:

dist(4, B) = max (sup inf {o(z,v)}, sug inf {g(a:,y)}) (2.1)

reAyeEB yeEBzeA

Jesli pseudorbity sa zdefiniowane jako ciagi prébek

1= {XilvxilJrla s ;Xi1+m1};72 = {Xizvxi2+1a cee axi2+m2}

pochodzace z ciagu czasowego {x;} ; to do okredlenia odleglo$ci miedzy nimi mozna uzyé metryki
Hausdorffa dla dyskretnych zbioréw punktéw

dist = i i Xj) p- 2.2
ist(y1,72) =, max { Lo Q(Xuxj)} (2.2)
Jesli odlegltos¢ miedzy pseudoorbitami jest mniejsza niz €2 to uznajemy, ze odpowiadaja one tej
samej orbicie okresowej.

Przedstawiona powyzej metoda poszukiwania orbit okresowych ma kilka minuséw. Po pierw-
sze, rezultaty silnie zaleza od doboru wartosci €1, €2 1 dlugosci ciggu prébek. Jesli dysponujemy
nieskonczenie dlugim ciagiem prébek pochodzacych z trajektorii odwiedzajacej wszystkie czesci
atraktora to zmniejszajac €1 bedziemy znajdowaé coraz wiecej orbit okresowych zanurzonych w
dziwnym atraktorze. W praktyce jednak dysponujemy ciagiem skonczonym. Wybierajac zbyt male
€1 nie wykryjemy istnienia orbit okresowych, zwlaszcza tych, ktore leza w rzadziej odwiedzanych
czedciach atraktora. Wybor zbyt duzej wartosci €1 spowoduje, ze nie znajdziemy wielu z dtuzszych
orbit okresowych, ktore leza blisko orbit krotszych. Wartosé e nie moze by¢ zbyt mala w poréwna-
niu z &1 (zwykle e3 > £1), gdyz mogloby to spowodowad, ze niektére z orbit okresowych uznanych
za rozne beda w rzeczywistoéci odpowiadaé tej samej orbicie okresowe;j.

Roéwniez warunek zatrzymania metody (0(X;4+m,X;) < €1) wnosi duze bledy. Warunek ten jest
obliczany na podstawie odlegloéci dwoch probek. Moze sie jednak zdarzyé, ze trajektoria przejdzie
blisko punktu poczatkowego, ale zapamietane prébki beda stosunkowo daleko. Aby uniknaé tego
efektu opracowany zostal inny warunek zatrzymania metody. Zamiast badania odleglosci punktu
poczatkowego x; od kolejnych prébek x4, badaliSmy odleglo$¢ punktu poczatkowego od odcinka
Xi+mXi+m+1- Lakie postepowanie powoduje zmniejszenie szybkosci obliczen, ale wyniki sg bardziej
wiarygodne. Réwniez odleglo$é miedzy pseudoorbitami byla obliczana ta metoda:

dist(y1,72) = max min _ o(x,y) ¢ (2.3)
XEX; X4 YEX; ;X411
i1<i<iitmy i9<j<istma

Mimo wspomnianych minuséw metoda ta nadaje sie do poszukiwania orbit okresowych, szczegdl-
nie w przypadku, gdy wystarcza nam znalezienie tylko kilku sposréd nich. Metoda ta nadaje sig
zwlaszcza do szukania krotkich orbit. Znalezienie kilku orbit okresowych jest wystarczajace do
sterowania uktadami chaotycznymi w oparciu o stabilizacje orbit okresowych, co bedzie opisane w
nastepnym rozdziale.

ISpetnia ona aksjomaty metryki dla zbioréw niepustych, domknietych i ograniczonych.
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Okazuje sie, ze w wielu przypadkach lepsze rezultaty mozna uzyska¢ przy poszukiwaniu orbit
okresowych odwzorowania Poincarégo. W tym celu najpierw nalezy na podstawie ciagu prébek
wygenerowaé trajektorie {¢;} | odwzorowania Poincarégo a nastepnie do tej trajektorii zastosowaé
procedure opisana powyzej, tzn. dla kazdego punktu &; nalezy znalez¢ najmniejsze m spelniajace
warunek o(&4m, &) < €1. Gléwnymi korzy$ciami sa znaczne zredukowanie czasu obliczen oraz
uproszczenie algorytméw. Latwiej rowniez mozna odréznié¢ czy dwie orbity okresowe sg rézne od
siebie. Niech y1 = (&, & 415+ -+ &iytmy) 172 = (&ins Eint1s -+ - 5 Ein+my ) beda dwiema znalezionymi
orbitami pseudookresowymi. Odleglo$¢ miedzy nimi mozna obliczy¢ jako:

dsttrn )=, o o, 6609 24
Jesli odleglosé ta jest mniejsza niz €2 to przyjmujemy, ze dwie orbity pseudookresowe odpowiadaja
tej samej orbicie okresowej. Polozenie orbity okresowej szacujemy jako srednig polozenia odpowia-
dajacych jej orbit pseudookresowych. Szukanie orbit okresowych odwzorowania Poincarégo daje
dobre rezultaty, gdy chcemy znalezé orbity okresowe przecinajace wybrana plaszczyzne. W przy-
padku jednak gdy rozwiazanie okresowe nie przecina tej plaszczyzny nie zostanie ono wykryte. W
przypadku uktadu Chuy mozna taka modyfikacje zastosowaé bez obawy niewykrycia jakich$ orbit
okresowych. Wszystkie orbity okresowe musza przecinaé¢ jedna z dwéch plaszcezyzn bedacych gra-

nicami obszaréw liniowych: z = 1, x = —1. Dodatkowo réwnanie stanu jest symetryczne wzgledem
poczatku uktadu. Wystarczy zatem znalezé wszystkie orbity okresowe przecinajace plaszczyzne
x = 1. Pozostale orbity okresowe (tzn. przecinajace plaszczyzne x = —1) uzyskamy przez symetrie

wzgledem poczatku uktadu z orbit przecinajacych plaszczyzne x = 1.

2.1.2 Obliczanie macierzy Jakobianowych

Opiszemy obecnie metode obliczania macierzy Jakobianowej orbity okresowej na podstawie znajo-
modci ciagu prébek pochodzacych z ukladu. Metoda wyznaczania aproksymacji liniowej zachowania
uktadu w otoczeniu orbity okresowej bedzie nam potrzebna w nastepnym rozdziale przy stabili-
zacji orbit okresowych. Ze wzgledu na prostote opiszemy te metode na przykladzie poszukiwania
aproksymacji liniowej odwzorowania Poincarégo w otoczeniu jego punktu stalego. Mozna te metode
zastosowaé bezposrednio do trajektorii uktadu cigglego, ale jest to nieco bardziej skomplikowane
i zwykle prowadzi do wynikdéw obarczonych wigkszymi bledami. Oznaczmy przez £r wspdlrzed-
ne punktu stalego na plaszczyznie transwersalnej odpowiadajacego wybranej orbicie okresowej.
Poszukujemy liniowej aproksymacji postaci:

P&, p) = &r + A(E —E&r) +W(p — po), (2.5)

gdzie p jest parametrem ukladu, € jest aktualnym punktem przeciecia trajektorii z plaszczyzna
transwersalna, P(&, p) jest nastepnym punktem przeciecia zaleznym od aktualnej wartosci para-
metru p. Wspélezynniki aproksymacji liniowej A i w obliczymy na podstawie trajektorii {&;}Y,
odwzorowania Poincarégo. Najpierw przeszukujemy trajektorie, aby znalezé punkty poltozone bli-
sko punktu g, tzn. spelniajace warunek o(&;, £r) < e3. Zalézmy, ze znaleZliSmy m takich punktéw:
vy Etaye - oy &, - Oznaczmy n; = (n1,n52)7 = &, — &p. Punkt &, przechodzi po jednej iteracji w
punkt &, 4+1. Oznaczmy ¢; = (¢, ¢j2)T = &t;+1 —&F. Aproksymacja macierzy Jakobianowej A mo-
ze by¢ wyznaczona metoda minimalnych kwadratow, w ktérej wspdlezynniki macierzy A dobierane
sa tak, aby zminimalizowaé nastepujace wyrazenie:

> llAn; = Gl
j=1

W ogdlnym przypadku mozna to zrobié obliczajac macierz pseudo-odwrotna [67], ale w tym przy-
padku, gdy odwzorowanie jest dwuwymiarowe tatwo mozna wypisa¢ réwnania na macierz Jakobia-
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nowa;
A — YoM YoM ] [ > 77% > MitTi2 -
YoMitGiz Do MiaGia Soniami2 Y0k ’
gdzie sumowanie przebiega po i =1, 2,..., m.

Drugim wspolczynnikiem liniowej aproksymacji, ktéry chcemy obliczy¢ jest wektor w. Mozna
to zrobi¢ w nastepujacy sposéb. Zmieniamy warto$¢ parametru p o malg wartos¢ dp. Nastepnie
powtarzamy procedure poszukiwania orbit okresowych odwzorowania Poincarégo i znajdujemy &%
— pozycje punktu stalego dla parametru réwnego p 4+ dp. Obliczamy nastepnie zmiang polozenia
punktu stalego g = (£ — &r)/dp 1 ostatecznie wektor w z warunku

w=(I-A)g (2.6)

Aby sprawdzi¢, ze powyzsze rownanie jest prawdziwe zapiszmy liniowg aproksymacje w nastepu-
jacej postaci:

P(&) = &r + A(E —¢p). (2.7)
Podstawiajac £ = (p — po) - g do réwnania (2.7) otrzymujemy
P() =~ A¢ + (I—- A)g(p — po)- (2.8)

Po zrézniczkowaniu (2.5) i (2.8) wzgledem p otrzymujemy réwnanie (2.6).

Wektor w mozna réwniez obliczy¢ inng metoda. Nalezy w tym celu $ledzi¢ trajektorie uktadu.
W momencie gdy trajektoria wpadnie w male otoczenie punktu stalego £ r zmieniamy parametr p o
pewng mala warto$é dp. Przy nastepnej iteracji odwzorowania Poincarégo ustawiamy parametr p na
warto$¢ nominalna pg. W wyniku tego postepowania otrzymamy m punktow n; lezacych w matym
otoczeniu punktu statego i ich obrazy (;. Usrednione potozenie punktow (; bedzie przesuniete
wzgledem punktu {r na skutek zmiany parametru p o warto$¢ dop. Wektor w mozemy zatem
oszacowal jako:

w = (¢ —&r)/0p, (2.9)

gdzie ( jest usrednionym poltozeniem punktéw ;.

2.1.3 Przyklady obliczen

Punkty okresowe odwzorowania Hénona

Przedstawimy obecnie zastosowanie metody poszukiwania orbit okresowych na przyktadzie od-
wzorowania Hénona z parametrami a = 1.4, b = 0.3 . Najpierw zostala zapamietana trajektoria
uktadu skladajaca sie z 20000 punktow. Nastepnie zostala zastosowana opisana powyzej procedu-
ra poszukiwania punktéw okresowych, ze stalymi ;1 = 0.003, e2 = 0.003. W celu uniezaleznienia
sie od konkretnych wartoéci zmiennych, kazda zmienna zostala przeskalowana do przedziatu [0, 1].
Poszukiwaliémy orbit okresowych o okresie mniejszym od 10. Znalezionych zostalo ok. 60 orbit
pseudookresowych, z ktérych wybrano 14 réznych. Kilka ze znalezionych orbit okresowych zostalo
przedstawionych na Rys. 2.1.

W przypadku odwzorowania Hénona tatwo mozna sprawdzi¢ efektywno$é¢ poszukiwan, porow-
nujac wartosci znalezione na podstawie trajektorii uktadu z wartosciami obliczonymi analitycznie.
Punkt staly odwzorowania Hénona spetnia rownanie:

h((z,y)") = (a — 2® + by, 2)" = (z,9)". (2.10)
Odwzorowanie Hénona ma zatem dwa punkty state okreslone wzorami:

Tr1 = yr = ((b —1)+ /-1 4a) /2 ~ 0.883896, (2.11)
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Rysunek 2.1: Wybrane orbity okresowe odwzorowania Hénona. Orbita o okresie 1 jest oznaczona

[Pkl

znakiem “x”, orbita o okresie 2 znakami “o”, orbita o okresie 4 znakami “+”, orbita o okresie 6
znakami “-”

Tro = yr2 = ((b —1) 12+ 4a) /2 ~ —1.583896. (2.12)
Znaleziony punkt o okresie 1 réwny
&r = (0.8839,0.8821)T (2.13)

zgadza sie bardzo dobrze z istniejacym punktem statym (zp1,yr1)?. Punkt staly (xpo, yr2)? nie
zostal znaleziony na podstawie danych eksperymentalnych poniewaz nie lezy on w poblizu atrak-
tora. Opisana metoda nie umozliwia znalezienia punktéw okresowych nie nalezacych do atraktora.
Chaotyczna trajektoria nie przechodzi w poblizu takich punktow i jest oczywiste, ze na podstawie
danych eksperymentalnych, czyli punktéw polozonych w poblizu atraktora, nie mozna ich znalez¢.

Punkty o okresie 2 spelniaja nastepujace réwnanie:
h?((z,y)") = (a — (a —a? + by)* + bz,a —a® + by)" = (z,y)". (2.14)

Wryliczajac y z réwnania drugiego i podstawiajac do pierwszego otrzymujemy:

b 2
a<ao:2+1 b(ao:2)) +bx =z,

co mozna przeksztaltci¢ do réwnania:

2t + 202t + Sx+a® —ac = 0,
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gdzie ¢ = 1 — b. Powyzszy wielomian mozna przedstawi¢ jako iloczyn dwéch wielomianéw stopnia
2:

(22 +cx —a)(2® —cx+c* —a) =0.
Pierwszy czynnik odpowiada punktom stalym réwnania Hénona, natomiast przyréwnujac drugi do
zera otrzymujemy dwa punkty o okresie 2: z1 5 = (c + Vda — 362) /2, y12=(a— :L'iQ)/c. Punkty
te tworza orbite okresowsg

(x1,y1)7, (x2,2)7) =~ ((1.36612, —0.66612) T, (—0.66612,1.36612)T). (2.15)
Zmnaleziona na podstawie trajektorii orbita o okresie 2 jest rowna
((1.36506, —0.666155)T, (—0.666155, 1.36276)7). (2.16)

Stanowi ona dos¢ dobre przyblizenie orbity rzeczywistej.

Macierz Jakobianowa punktu stalego odwzorowania Hénona

Przedstawimy dla przykltadu opis obliczen macierzy Jakobianowej odwzorowania Hénona w punkcie
stalym (2.13) wyznaczonym poprzednio z danych eksperymentalnych. W kuli o promieniu €3 =
0.01 i srodku w punkcie £ znalezlidmy 100 punktéw nalezacych do trajektorii. Na tej podstawie
uzywajac procedury opisanej poprzednio znalezliSmy aproksymacje macierzy Jakobianowej A w
punkcie {r oraz jej warto$ci i wektoréw wlasnych. Zostaly one zebrane w Tabeli 2.1. W celu
poréwnania otrzymanych wynikéw z warto$ciami doktadnymi obliczono ich wartosci rzeczywiste
na podstawie nastepujacych wzordéw analitycznych:

o yF:0.5[(b—l)+ (b—1)2+4a0},
o 7293}7 b
A= (7))
A = —xzp—/zi+D,
As = —xp+4/z%+0, (2.17)
ew = (1+X)72(0, 17,
e, = (1+X)7V2(\,, 17T,
£, = (1+X2)Y20 —A)7H, =27,
£, = (1+X)Y20, = )1, -M\)7,
w = (1,07

7 Tabeli 2.1 widaé, ze wartosci wyznaczone na podstawie ciagu probek sa zgodne z duza doktad-
noscia z wartosciami obliczonymi analitycznie.

Przeprowadzono réwniez podobne obliczenia dla 100 punktéw lezacych wewnatrz kuli o promie-
niu €3 = 0.002. Tym razem wyniki byly blizsze wartosciom dokladnym, jednak wada zmniejszania
wielkosci otoczenia jest konieczno$é¢ posiadania duzo wigkszego zbioru z danymi eksperymentalny-
mi. W przypadku uktadéw z wiekszym poziomem szuméw nie mozna zmniejszaé¢ wielkosci otoczenia
w sposéb nieograniczony, gdyz prowadzié¢ to moze do wynikéw obarczonych bardzo duzymi bledami.

Nastepnie zostal wyznaczony wektor w. Parametr a zmieniono o warto$¢ 0.005. Dla parametru
a = 1.405 zostala wygenerowana trajektoria uktadu i obliczone polozenie punktu statego: & =
(0.8852,0.8831)7. Stad obliczono wektor g = (0.4415,0.5741)T i na podstawie wzoru (2.6) wektor
w = (1.07,1.02)T. Rozbieznoéé z wartoscia rzeczywista w = (1,0)7 jest stosunkowo duza. Wektor
w zostal réwniez obliczony za pomoca drugiej metody z wzoru (2.9). Tym razem rozbieznosé z
warto$cia rzeczywista jest mniejsza (poréwnaj Tabela 2.1).
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wyznaczone obliczone

z eksperymentow analitycznie
A ( —1.79444  0.2778 ) —1.7678 0.3 >

0.94134 —0.04633 1 0

Au | —1.93305 —1.92374
As | 0.09228 0.15595
e, | (—0.8948,0.4465)T (—0.88728,0.46123)T
es | (0.14567,0.98933)T (0.15408, 0.98806)
g | (0.4415,0.57411)T (0.4052,0.4052)T
w | (1.07,1.02)T (1,0)"
w’ | (1.16,0.54)T (1,0)T

Tabela 2.1: Macierz Jakobianowa A, niestabilna A, i stabilna \s warto$¢ wlasna macierzy Jako-
bianowej, niestabilny e, i stabilny e; wektor wlasny macierzy A, pochodna g polozenia punktu
stalego po parametrze a, pochodna w odwzorowania Hénona po parametrze a obliczona z wzoru
(2.6), oraz wektor w obliczony niezaleznie z wzoru (2.9) oznaczony symbolem w’

Orbity okresowe ukladu Chuy

Opiszemy obecnie poszukiwania orbit okresowych w uktadzie Chuy. Najpierw wygenerowany zostat
zbiér zawierajacy 500000 punktéw polozonych na trajektorii uktadu. Zostal on uzyskany w wyniku
catkowania ukladu Chuy metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu z krokiem catkowania 7 = 0.1.
Nastepnie utworzona zostala trajektoria odwzorowania Poincarégo z plaszczyzna transwersalng
x = 1, zawierajaca ok. 3000 punktow. Procedure poszukiwania orbit okresowych zastosowalidmy
ze stalymi e; = 0.01, g2 = 0.01, przy czym zmienne na przekroju zostaly znormalizowane do
przedzialu [0, 1]. Poszukiwane byly punkty okresowe o okresie mniejszym od 6. Znalezionych zostalto
560 orbit pseudookresowych, przy czym wickszos¢ z nich odpowiadala orbicie symetrycznej 72 o
(poréwnaj Rys. 2.2e). Po zastosowaniu procedury eliminacji pokrywajacych sie orbit pozostalo 14
orbit okresowych, z ktorych 12 zostalo przedstawionych na Rys. 2.2.

Na Rys. 2.2a—d przedstawiono orbity okresowe zawarte tylko w jednej czesci atraktora. Warto
zwrocié uwage, ze orbity ¢ i d, mimo ze maja te sama liczbe nawinie¢ wokét punktow statych ukladu
sa rézne. Na Rys. 2.2e przedstawiono orbite okresowa symetryczna wzgledem poczatku uktadu z
dwoma nawinieciami wokél kazdego z punktéw stalych pi, p—. Posiada ona wlasnosé stabego
odpychania trajektorii, co powoduje, ze trajektoria chaotyczna przez dlugie okresy przebywa w
jej otoczeniu i w efekcie znalezienie tej orbity okresowej jest bardzo tatwe. Kolejna symetryczna
orbita okresowa jest przedstawiona na Rys. 2.2g. Na Rys. 2.2h-1 przedstawiono dtuzsze orbity
okresowe. Orbita v4 4, przedstawiona na Rys. 2.2i powstala przypuszczalnie w wyniku bifurkacji
typu podwajanie okresu. Lezy ona w poblizu orbity okresowej 72 2, lecz ma w przyblizeniu dwa
razy wickszy okres niz orbita 7ys 5. Dla kazdej orbity niesymetrycznej istnieje ponadto druga orbita
okresowa symetryczna do niej wzgledem poczatku uktadu.

Podobne poszukiwania prowadzono przy uzyciu wiekszego zbioru danych, zawierajacego 2000000
prébek. Woweczas liczba znalezionych orbit okresowych byla znacznie wigksza [55].

Podana metoda poszukiwania orbit okresowych poza mozliwoscia wykorzystania ich do stero-
wania ukladéw chaotycznych pozwala rowniez na przeprowadzenie charakteryzacji uktadu. Znale-
zione orbity okresowe niosa wiele informacji o strukturze atraktora i charakteryzuja topologiczne
wlasnosci uktadu. Opis taki poréwnujacy atraktory double-scroll, double-hook i atraktor spiralny
typu Roslera pod wzgledem istniejacych w nich orbit okresowych zostal przedstawiony w pracy
[55]. Istnienie wielu orbit okresowych dowodzi skomplikowanej struktury przestrzennej i moze zo-
sta¢ wykorzystane do udowodnienia istnienia chaosu z topologicznego punktu widzenia (pordéwnajj
podrozdzial 2.2.8).



32 ROZDZIAL 2. BADANIE ISTNIENIA ORBIT OKRESOWYCH

, (a) (b)

<

W N B O P N W
' '
W N PO PN W

W N P O P N W
' ' '
W N P O PN W

X X
2 1 0 1 2 -2 1 0 1 2
y © y (f)
3 3 1
2 2 1
1 1 1
0 0 1
-1 -1 ]
-2 -2 : ]
-3 X -3 ] x
2 1 0 1 2
h
y (h)

o N A o P N W

O N B o P N W
.
K : :
.
AN
o
-
)

Rysunek 2.2: Wybrane orbity okresowe ukladu Chuy (a) 71,0, (b) Y20, (¢) 74,0, (d) V4,0, (€) V2,2,

(f) 72,3, (8) 73,3, (h) 75,3, () V4.4, () V6.8, (k) 72,12, (1) 76,16- Indeksy oznaczaja liczbe nawinigc
wokot punktéw statych py, p—
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Rysunek 2.2: Wybrane orbity okresowe uktadu Chuy, c.d.

2.2 Metody analityczne

Kolejna czesé rozwazan podwiecimy metodom Scistego dowodzenia istnienia orbit okresowych.
Pierwsza z przedstawionych metod pozwala na udowodnienie istnienia punktu stalego w przy-
padku gdy punkt staly posiada macierz Jakobianowsg o jednej wartosci wlasnej stabilnej i drugiej
niestabilnej, za$ druga na udowodnienie istnienia nieskonczenie wielu punktéw okresowych odwzo-
rowania, w ktérym jest zanurzona (zdeformowana) podkowa Smale’a. Obie metody skladaja sie z
dwbch czedci. W pierwszej czeéci dowodzone jest twierdzenie o istnieniu punktéw okresowych ma
podstawie pewnych topologicznych wlasnosci rozwazanego odwzorowania. Wykorzystywane jest
przy tym pojecie indeksu punktu statego i jego podstawowe wlasnosci. W drugiej czesci sprawdza-
ne sa zalozenia twierdzenia sformulowanego w czesci pierwszej. Z uwagi na duza lecz skonczona
ilos¢ obliczen jaka nalezy przeprowadzié¢, w trakcie dowodu moze byé¢ wykorzystany komputer. Aby
uwzgledni¢ bledy obliczen komputerowych wszystkie operacje przeprowadzane sa w arytmetyce
interwalowej.

2.2.1 Indeks punktu stalego

Ponizej przedstawimy pojecie obrotu pola wektorowego [45]. Przypusémy, ze w kazdym punkcie
¢ zbioru Q zawartego w plaszczyznie R? jest zadany wektor F(£), tzn. dane jest pole wektorowe
F:Q — R2. Zakladamy, ze pole wektorowe F jest ciagle. W szczegdlnoéci bedziemy rozwazaé pola
wektorowe F zadane przez ciagle odwzorowania plaszczyzny f:U +— R?2, zdefiniowane wzorem

F&) = f(§) - ¢

Jedli pole wektorowe F' nie przyjmuje na krzywej v wartosci zero to mozna zdefiniowaé¢ obrét
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pola wektorowego na tej krzywej.

Definicja 2.1 Przypus$émy, ze ciagte, niezerowe pole wektorowe F' jest zadane na krzywej Jordana
~ nie posiadajacej samoprzecieé¢. Przypusémy, ze krzywa jest zadana w formie parametrycznej
réwnaniem (t) = (&1(t), &2(¢)), t € [a, b]. Dla kazdego t € [a, b] okreslmy przez 6(t) kat w radianach
miedzy wektorami F'(£(t)) i F(£(a)). Funkcje 6 nazywamy funkcjg kqgtowq pola F na krzywej .
Obrotem pola wektorowego na krzywej v nazywamy wielkosé

ar 1

5= (06) ~ 6(a)) = 5-0(0).

I'(F7) o
W dalszej czesci bedziemy rozwazaé pola wektorowe na krzywych zamknietych. Przypuéémy, ze ~y
jest zamknieta krzywa Jordana. W my$l twierdzenia Jordana [21] rozcina ona plaszczyzne na dwa
obszary. Jeden z nich jest ograniczony i homeomorficzny z kolem. O tym obszarze méwimy, ze lezy
wewnatrz krzywej v i oznaczamy go przez (). Dodatnim kierunkiem obejécia krzywej v nazywamy
taki kierunek, przy ktorym obszar {2 pozostaje z lewej strony. Jest to obejscie przeciwne do ruchu
wskazéwek zegara. W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé¢ krzywe zamkniete z parametryzacjami
odpowiadajacymi dodatniemu kierunkowi obejécia. W przypadku gdy ~ jest krzywa zamknieta
to obrét pola wektorowego jest liczba catkowity. Ponizsze twierdzenie méwi o wartosci obrotu
niezerowych pél wektorowych.

Twierdzenie 2.1 ([45, Tw. 3.1, str. 26]) Przypusémy, Ze pole wektorowe w zamknietym obsza-
rze ) nie przyjmuje wartosci zero. Wéwcezas obrdt pola wektorowego T'(F,~) na granicy v obszaru
Q jest rowny zeru.

Jako konkluzje z powyzszego twierdzenia otrzymujemy wniosek o istnieniu punktéw statych od-
wzorowania plaszczyzny.

Whniosek 2.1 Niech Q) bedzie obszarem ograniczonym krzywq Jordana 7. Zaldzmy, Ze ciggle od-
wzorowanie f zdefiniowane na zbiorze ) nie posiada punktow stalych na krzywej ~v. Oznaczmy
przez F pole wektorowe zdefiniowane wzorem F(§) = £ — f(&) Jesli T'(F,~) # 0 to istnieje punkt

& € Q taki, ze f(§) =¢.

Dowé6d: Poniewaz odwzorowanie f nie posiada punktéw stalych na krzywej v to pole wektorowe

FYid - f (gdzie id oznacza odwzorowanie identycznosciowe) jest niezerowe na krzywej v, zatem
obrét pola wektorowego I'(F, ) jest dobrze zdefiniowany. Jesliby pole wektorowe F nie przyjmowalo
wartoSci zero na obszarze ) to wtedy w mys$l Twierdzenia 2.1 mieliby$my T'(F,v) = 0, co jest
sprzeczne z zalozeniem. Zatem istnieje punkt £ € Q taki, ze F'(§) = 0 co jest rGwnowazne warunkowi

f(§) =¢ o

Okazuje sie, ze homotopijne pola wektorowe maja ten sam obrét pola wektorowego. Przed sformu-
towaniem twierdzenia zdefiniujmy co to znaczy, ze dwa pola wektorowe sa homotopijne.

Definicja 2.2 Moéwimy, ze pola wektorowe Fy i F} sa homotopijne na ograniczonym zbiorze €2 jesli
istnieje ciagta funkcja F:Q x [0,1] — R? nie przyjmujaca wartosci zero, taka ze Fy(¢) = F(,0)
oraz F1(§) = F(£,1) dla kazdego £ € Q.

Kolejne twierdzenie méwi o homotopijnej niezmienniczosci obrotu pola wektorowego.
Twierdzenie 2.2 ([45, Tw. 4.2, str. 34]) Jesli pola wektorowe F i G sq homotopijne na krzy-

wej v to ich obroty sq réwne

D(F,y) =T(G, 7).
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Wprowadzimy teraz pojecie indeksu punktu stalego pary (f,U), bedace uogélnieniem pojecia
pola wektorowego. W pracy niniejszej stosujemy terminologie uzywana np. w pracy [19], nie po-
krywajaca sie z terminologia uzywana w pracy [45], gdzie indeks punktu stalego definiuje sie dla
konkretnego punktu stalego. Indeks punktu stalego bedziemy definiowaé¢ dla dowolnego odwzoro-
wania ciaglego f i zbioru niekoniecznie zawierajacego punkt staty.

Niech A C X bedzie podzbiorem przestrzeni X. Przez 0A, intA oznaczamy brzeg i wnetrze
zbioru A.

Niech G oznacza klase par (f,U) takich, ze f:U — R™ jest ciaglym odwzorowaniem ze zbioru

otwartego U C R™ oraz zbiér punktéw statych Fixf & {z € U: f(x) = x} jest zwarty. Zwykle
indeks punktu stalego wprowadza sie na gruncie topologii algebraicznej (poréwnaj np. [19, str. 202],
citegranas). My podamy definicje typu aksjomatycznego nie wymagajaca tak skomplikowanego
aparatu matematycznego.

Definicja 2.3 ([19, str. 207]) Indeks punktu stalego jest to funkcja f:G — Z przyporzadkowu-
jaca parom (f,U) liczby calkowite I(f,U) spelniajaca nastepujace warunki:

1. jesli W jest zbiorem otwartym takim, ze Fixf NU C W C U to I(f,U) = I(f, W), gdzie
przez I(f, W) rozumiemy indeks punktu statego pary (f|W,W).

2. jesli f jest funkcja stala to I(f,U) =1 jesli f(U) e U oraz I(f,U) =0 jesli f(U) € U,

3. jesli U jest sumg skonczonej liczby zbioréw otwartych U;, i = 1,...,m, takich, ze U; N
U;NFixflU=0dlai#jto I(f,U) =", I(f,U),

4. jesli f:U — R™, f:U’ — R™ posiadaja zwarte zbiory punktéw stalych (tzn. zbiory
Fixf i Fixf’ sg zwarte) to I(f x f', U x U") =I(f,U)I(f',U’), gdzie f x f':U x U' — R¥™

5. jesli F: U x0,1] — R™ jest homotopia? oraz zbiér FixF} jest zwarty dla kazdego t € [0, 1]
to I(Fy,U) = I(Fy,U).

Indeks punktu statego jest zdefiniowany dla bardzo szerokiej klasy zbiorow. W szczegdlnodci jest
on zdefiniowany dla zbioréw ograniczonych U, ktére nie posiadaja punktow stalych na brzegu, tzn.
Fixf N 90U = . Dla dowolnego, niekoniecznie otwartego, zbioru N C R™ indeks I(f, N) bedzie

oznaczal indeks funkeji f wzgledem wnetrza zbioru N: I(f, N) &t I(f,intN).

Indeks punktu stalego jest uogdlnieniem pojecia obrotu pola wektorowego, tzn. jesli €2 jest

obszarem ograniczonym krzywa Jordana  oraz f jest odwzorowaniem plaszczyzny ciagtym na )

to indeks punktu stalego pary (f, Q) jest réwny obrotowi pola wektorowego F g f na krzywej

5.
I(£,2) = T(id - f,).

Przypomnijmy za [19] dwie wlasnoéci indeksu punktu stalego, ktére beda wykorzystane w
dalszej czedci pracy. Pierwsza wlasnosé, bedaca uogoélnieniem Wniosku 2.1, stwierdza istnienie
punktu stalego odwzorowania w sytuacji, gdy indeks punktu statego jest niezerowy. Jest to prosty
wniosek z punktu 3. Definicji 2.3.

Uwaga 2.1 Niech f:V — R" bedzie odwzorowaniem cigglym, U otwartym zbiorem ograniczonym

U CV CR"™ Zaléimy, ze Fixf N U = (. Jesli I(f,U) # 0 to Fixf N U # 0,

2Jeéli X, Y sa przestrzeniami topologicznymi i [0,1] oznacza przedzial jednostkowy to ciagle odwzorowanie

F: X x[0,1] — Y nazywamy homotopig (X w Y'). Dla kazdego ¢t € [0, 1] odwzorowanie F; : X — Y, Fi(x) & F(z,t)
jest ciagle.
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Wtlasno$é druga, nazywana homotopijna niezmienniczoscig indeksu punktu stalego, uogélnia re-
zultat dla homotopijnych pél wektorowych sformutowany w Twierdzeniu 2.2.

Uwaga 2.2 Jesli F\:V — R jest homotopiq, U jest zbiorem otwartym i ograniczonym U C V C
R™ oraz FixFy NOU =0 dla t € [0,1] to I(Fy,U) = I(F1,U).

Opiszemy obecnie jak mozna obliczyé indeks punktu statego dla odwzorowania liniowego (po-
réwnaj [19, str. 206]). Niech f: R™ — R"™ bedzie odwzorowaniem liniowym. Zbiér Fixf jest zwarty
wtedy i tylko wtedy gdy +1 nie jest warto$cia wlasnag odwzorowania f. W tym przypadku 0 € R"
jest jedynym punktem stalym f i indeks odwzorowania f wzgledem dowolnego otwartego otoczenia
zera U jest réwny

I(f,U)=(-1)", (2.18)

gdzie 7 jest liczba rzeczywistych wartosci wlasnych A takich, ze A > 1.

2.2.2 Metoda dowodu istnienia orbity okresowej

W podrozdziale tym przedstawiona zostanie metoda dowodu istnienia rozwigzan okresowych w
ciaglych ukladach dynamicznych. Metoda jest oparta na dowodzie istnienia punktu okresowego
odwzorowania Poincarégo przy uzyciu pewnych wlasnosci topologicznych tego odwzorowania.

W wielu zastosowaniach (np. przy stabilizacji orbit okresowych) zwykle przyjmuje sie istnienie
orbity okresowej o ile wskazuja na to symulacje komputerowe. Istniejg jednakze przyklady ukla-
dow, w ktérych nie ma rozwigzan okresowych, natomiast obliczenia komputerowe wskazuja na
istnienie takowych i co wiecej, zwickszenie doktadnosci obliczen powoduje, ze potozenie punktu
okresowego wydaje sie by¢ obliczone doktadniej [1]. Jest zatem wazne, aby mieé mozliwosé Scistego
udowodnienia istnienia orbit okresowych.

W przypadku orbit asymptotycznie stabilnych do dowodu istnienia orbity okresowej mozna za-
stosowaé jedna z wersji twierdzenia o punkcie stalym. Jesli wybierzemy odpowiednio male otoczenie
punktu statego (homeomorficzne z kula) na plaszczyznie transwersalnej, to obraz tego otoczenia
przez odwzorowanie Poincarégo bedzie zawarty w nim samym, co na podstawie twierdzenia Bro-
uwer’a o punkcie stalym [20] dowodzi istnienia punktu stalego wewnatrz tego otoczenia. Podobnie
mozna postapi¢ w przypadku gdy orbita okresowa odpycha trajektorie we wszystkich kierunkach.
Odpowiada to punktowi stalemu typu “Zrédlo” na plaszczyznie transwersalnej i twierdzenie o
punkcie stalym mozna zastosowaé¢ do odwzorowania odwrotnego do odwzorowania Poincarégo.

Najbardziej skomplikowany jest przypadek orbit okresowych typu siodtowego. Dowé6d taki moze
byé przeprowadzony w oparciu o pojecie obrotu pola wektorowego [45]. Ponizej zostanie zapropo-
nowana inna metoda dowodu istnienia takich orbit oparta o wtasnosci topologiczne odwzorowania.
W celu wykorzystania tej metody nalezy znalez¢ odpowiedni czworobok i wykazaé, ze obrazy jego
bokéw sg utozone w odpowiedni sposéb wzgledem niego. Metoda ta jest réwniez ciekawa z powo-
du duzych mozliwosci uogélnien. Odpowiednia jej modyfikacja pozwoli na udowodnienie istnienia
nieskonczenie wielu rozwiazan okresowych.

Niech N = [-1,1] x[—1, 1]. Niech P = [—1, 1] x R bedzie najmniejszym pionowym pasem zawie-
rajacym N. Oznaczmy M_ = [—1,1] X (—o0, —1), My = [-1,1] x (1,00). M_ i M, sa podzbiorami
P lezacymi odpowiednio ponizej i powyzej zbioru N. Niech Np, Ny, Nr, Ngr oznaczaja dolna,
gérna, prawg i lewa krawedz kwadratu N (tzn. Np = [-1,1] x [-1,-1], N = [-1,-1] x [-1,1],
etc.).

Zalézmy, ze f jest cigglym odwzorowaniem plaszczyzny R? w siebie. Ponizsze twierdzenie

podaje warunki wystarczajace, aby wewnatrz zbioru N istnial punkt staly odwzorowania f. Zestaw
zalozen zostal przedstawiony graficznie na Rys. 2.4a.
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Twierdzenie 2.3 Jesli

(a) obrazy poziomych krawedzi zbioru N sq rozlgczne ze zbiorem N i lezq w pasie P po przeciwnych
stronach wzgledem kwadratu N, tzn. f(Np) C My i f(Ny) C M_ lub f(Np) C M_ i f(Ny) C
M+)

(b) f(N) C intP

to istnieje punkt staly odwzorowania f maleZgcy do zbioru N.

Dowéd: W trakcie dowodu bedziemy wykorzystywacé pojecie obrotu pola wektorowego wzgledem
krzywej ON. Dow6d twierdzenia przebiega w nastepujacych etapach:

1. Niech g4, g— beda odwzorowaniami liniowymi danymi wzorem
X1 . 0.5 0 X1
()= ( &) (5 219
Dzialanie odwzorowan g4 na kwadrat N jest przedstawione na rys. 2.3. Twierdzenie udowodnimy

(a) (b)

f(AB) f(CD)

f(ABCD)
f(ABCD)

f(CD) f(AB)

Rysunek 2.3: Kwadrat N oraz jego obraz przez (a) odwzorowanie g4, (b) odwzorowanie g_

dla przypadku f(Np) C M_ i f(Ny) C M4. W tym przypadku wybieramy odwzorowanie g = g
(w przypadku przeciwnym, gdy f(Np) C M4 i f(Ny) C M_ dowdd przebiega analogicznie, z
wyjatkiem tego, ze g = g_). Niech F bedzie homotopia laczaca f z g dana wzorem

Fy(z) £ F(\2) = (1 - A f(2) + Ag(a).

2. Wykazemy, ze odwzorowanie F\ nie posiada punktéw stalych na brzegu kwadratu N (dla
A € [0,1]). Homotopia F jest skonstruowana w ten sposéb, ze wlasnosci (a) i (b) z zalozenia
twierdzenia sa spelnione dla kazdego F (A € [0,1]), tzn. Fx(Np) C M_, Fx(Ny) C My, FA\(N) C
intP.

Wynika to z faktu, ze f(Np),g(Np) C M_, f(Ny),9(Nu) C M4, f(N),g(N) C intP, zbiory M_,
M, intP sg wypukle oraz z definicji odwzorowania F punkt F)(z) nalezy do odcinka f(x)g(z).
Poniewaz F\(Np) C M_ i M_NN = () to F nie posiada punktéw stalych nalezacych do krawedzi
Np. Podobnie pokazuje sie, ze F\ nie ma punktéw stalych na krawedzi Nyy. Poniewaz F)\(N) C intP
oraz (Ny, U Ng) NintP = @ to odwzorowanie F)\ nie posiada punktéw stalych na pionowych
krawedziach kwadratu N. Podsumowujac F)\ nie posiada punktéw stalych na brzegu N, a zatem
obrét pola wektorowego id — F\ na brzegu zbioru N jest dobrze okre$lony dla kazdego A € [0, 1]
(poréwnaj Definicja 2.1) i pola wektorowe id — f, id — g sa homotopijne na krzywej ON w sensie
Definicji 2.2.
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3. Z homotopijnosci pol wektorowych id — f, id — g wynika na podstawie Twierdzenia 2.2,
ze ich obroty sa réwne I'(id — f,ON) = I'(id — g, ON). Poniewaz obrét pola wektorowego id — g na
krzywej ON jest réwny —1 (poréwnaj wzoér (2.18)) to réwniez I'(id — f,0N) = —1. W przypadku
odwzorowania g_ jego obrét jest rowny +1, a wiec réwniez jest niezerowy.

4. Na podstawie Wniosku 2.1 z niezerowosci obrotu pola wektorowego id — f wynika istnienie
punktu stalego odwzorowania f w zbiorze N. O

Uwaga 2.3 Powyzsze twierdzenie zostalo sformultowane dla szczegdlnego potozZenia zbioru N. Moz-
na je rowniez zastosowaé w przypadku, gdy zbior N jest dowolnym réwnoleglobokiem po afinicznej
zamianie zmiennych.

Rysunek 2.4: Zestaw zalozen ktére nalezy sprawdzi¢ w (a) Twierdzeniu 2.3, (b) Twierdzeniu 2.4

Jesli odwzorowanie f jest injekcja to zalozenia poprzedniego twierdzenia mozna ostabié¢. Wykorzy-
stamy w tym celu nastepujacy lemat.

Lemat 2.1 Niech N C R? bedzie zbiorem, ktérego brzeg jest homeomorficzny z okregiem, zas P
zbiorem wypuklym. Zaléimy, ze f: N — R2? jest injekcjq. Jesli f(ON) C P to f(N) C P.

Dowéd: Na mocy twierdzenia Jordana [21] obraz brzegu N rozcina plaszczyzne na dwie sktadowe
i jest ich wspdlnym ograniczeniem. Poniewaz odwzorowanie injektywne f jest okre$lone na calym
zbiorze N to jego obraz musi by¢ zawarty w sktadowej ograniczonej. Wiemy, ze obraz brzegu zbioru
N jest zawarty w zbiorze wypuklym P. Zatem obraz catego zbioru N jest zawarty w zbiorze P.
O

Twierdzenie 2.4 Zalozmy, Ze odwzorowanie f zaciesnione do N jest injektywne. Jesli spelniony
jest warunek (a) z poprzedniego twierdzenia oraz

(b°) F(NL), f(Ng) C intP

to istnieje punkt staly odwzorowania f maleZgcy do N.

Dowdd: Zastosujemy Lemat 2.1 do zbioru N, ktérego brzeg jest homeomorficzny z okregiem i zbio-
ru wypuklego int P. Na podstawie warunku (a) i (b’) mamy f(Np), f(Ny) C intP1i f(Ng), f(Ngr) C
intP czyli f(ON) C intP. Na podstawie Lematu 2.1 mamy f(N) C intP i mozemy zastosowaé
Twierdzenie 2.3. m|
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Aby zastosowal powyzsze twierdzenia do ukladéw cigglych opisanych réwnaniami rézniczkowy-
mi nalezy wybraé¢ plaszczyzne transwersalng do potoku i udowodnié istnienie punktu okresowego
odwzorowania Poincarégo. Przy stosowaniu obu twierdzen nalezy udowodnié, ze odwzorowanie
Poincarégo jest ciagle na kwadracie N.

Twierdzenie 2.4 moze by¢ zastosowane w przypadku ukltadéw réwnan rézniczkowych z jedno-
znaczno$cia rozwiazan. Przykladami takich uktadéw sa uktady z prawa strona spelniajaca globalny
warunek Lipschitza, czyli przykladowo obwéd Chuy i tréjkomoérkowa sie¢ neuronowa rozwazana
w niniejszej pracy. Jednoznaczno$é rozwiazan pociaga za soba réznowartosciowosé odwzorowania
Poincarégo.

2.2.3 Metoda dowodu istnienia nieskonczenie wielu orbit okresowych

Obecnie zajmiemy sie problemem istnienia nieskonczenie wielu rozwiazan okresowych w uktadach
dynamicznych. Zaprezentowane zostanie twierdzenie o istnieniu punktéw okresowych odwzorowan,
homotopijnych ze zdeformowang podkowa Smale’a. Ten wynik zostanie nastepnie wykorzystany do
dowodu istnienia nieskonczenie wielu orbit okresowych dla obwodu Chuy, oraz do oszacowania od
dotu entropii topologicznej odwzorowania Poincarégo, skojarzonego z tym ukladem dynamicznym.

Zgliczyniski w pracy [73] udowodnil istnienie nieskoficzenie wielu orbit okresowych dla odwzoro-
wan réwnowaznych poprzez odpowiednia homotopig (tj. homotopie nie zmieniajaca indeksu punktu
stalego dla dowolnej iteracji odwzorowania) z podkowa Smale’a. Przedstawimy modyfikacje tej me-
tody dla odwzorowan, w ktorych jest zanurzona zdeformowana podkowa.

Podkowa Smale’a

Niech Ny = [-1,1] x [-1,-0.5], Ny = [-1,1] x [0.5,1]. Niech P = [—1, 1] x R bedzie najmniejszym
pionowym pasem zawierajacym No i Ny. Oznaczmy M_ = [—1,1] x (—o0,—1), My = [-1,1] x
(—0.5,0.5), My = [-1,1] x (1,00). M_, My i M, sa podzbiorami P lezacymi odpowiednio ponizej,
pomiedzy i powyzej zbiorow Ng, Ni. Niech Nop, Noy oznaczaja dolny i gorny poziomy bok, Ny,
Nor lewy i prawy pionowy bok prostokata Ny, i podobnie niech N1p, N1y, Nir, Ni1r oznaczaja
dolny, gérny, lewy i prawy bok czworokata Ny (tzn. Nop = [-1,1] x [-1,—1], Nor, = [-1,—1] x
[-1, —0.5], etc.). Zbiory zdefiniowane powyzej zostaly przedstawione na Rys. 2.5.

Podkowa Smale’a jest odwzorowaniem liniowym na Ny i N; zdefiniowanym przez:

ha(e.y) = (77— 5,45 (y+3)) da (z,y) € No, (2.20)
o (34345 (y—3)) dia(e.y)e N, |

Obrazy prostokatow Ng i N7 przez odwzorowanie h, zostaly przedstawione na Rys. 2.6a. Latwo
mozna zauwazy¢, ze obrazy poziomych krawedzi prostokatéw Ng i N7 sa polozone powyzej zbioru
N; lub ponizej zbioru Ny. Wybér znaku przy wspoélezynnikach zmienia polozenie tych obrazow
w nastepujacy sposob: jesli wspélezynnik w pierwszym réwnaniu wynosi +5 to hs(Nop) C M_,
hs(Nouy) C My, jesli natomiast wspdlezynnik ten jest réwny —5 to hs(Nop) C My, hs(Noy) C M_.
Podobnie znak wspélezynnika w drugim réwnaniu zmienia polozenie zbioréw hs(N1p) i hs(Niy).

Korzystajac z liniowosci podkowy Smale’a tatwo mozna podaé liczbe punktéow okresowych pod-
kowy Smale’a o danym okresie oraz obliczy¢ odpowiednie indeksy punktu stalego. Wybierzmy
liczbe naturalng n, oraz ciag (ao, . ..,an—1) 0 wyrazach ze zbioru dwuelementowego {0, 1}. Ponie-
waz podkowa Smale’a jest liniowa na Ny i Ny oraz kazdy z obrazéw hg(Np), hs(N1) pokrywa w
pionie zbiory Ny i N1, to oczywiste jest, ze istnieje punkt okresowy x odwzorowania hg taki, ze
hi(x) € N,, dlai =0, 1,..., n — 1 oraz h”(z) = x. Macierz Jakobianowa odwzorowania h? w
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Rysunek 2.5: Polozenie zbioréw No, N1, M_, My i My na plaszczyznie

punkcie x jest réwna

0.25" 0
J= ( PR ) (2.21)

+1 nie jest wartoscia wlasna macierzy J. Zatem istnieje otoczenie U punktu = nie zawierajace in-
nych poza z punktéw stalych odwzorowania h”. Na podstawie wzoru (2.18) indeks punktu statego
pary (h™,U) jest niezerowy. Poniewaz rézne ciagi prowadza do réznych punktéw statych odwzo-
rowania hl a ciagéw takich jest 2" to wnioskujemy stad, ze istnieje 2" réznych punktéow stalych
odwzorowania hY.

Zdeformowana podkowa Smale’a

Zdeformowana podkowa Smale’a hg réwniez jest odwzorowaniem liniowym na Np i N;. Dla (z,y) €
Ny definicja hq jest taka sama jak definicja oryginalnej podkowy Smale’a, natomiast dla (x,y) € Ny
dziatanie rozciagajace jest stabsze i obraz prostokata N; pokrywa w pionie tylko zbiér Nj:

h(x ): (iw—%,if)(y—k%)) dla (x,y)ENO, (222)
T GetdA2(y—2)—2) dia(ey) € Ny -

Obrazy Ny i N1 przez odwzorowanie hy sa przedstawione na Rys. 2.6b.

Z definicji zdeformowanej podkowy Smale’a wynika, ze jesli @ € Ny to hq(z) € Ny. Zatem nie
istnieja punkty okresowe odwzorowania hy odpowiadajace ciagom zawierajacym podciag (1,1).

Podobnie jak w przypadku oryginalnej podkowy Smale’a mozna wykazaé, ze dla dowolnego
punktu okresowego = o okresie n zdeformowanej podkowy Smale’a indeks punktu stalego odwzo-
rowania h}; wzgledem wystarczajaco maltego otoczenia punktu x jest niezerowy.
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(a) Iy (b) Iy
J M

h(N,) h(N.) hy(No) hy(N,)

Rysunek 2.6: Zbiory Ny, N; i ich obrazy pod dzialaniem (a) podkowy Smale’a, (b) zdeformowanej
podkowy Smale’a

Ciekawsg wlasnoscig zdeformowanej podkowy Smale’a jest to, ze w jej drugiej iteracji zanurzona
jest oryginalna podkowa.

Twierdzenia o istnieniu nieskonczenie wielu punktéw okresowych

Niech f: NgUN; — R? bedzie ciagla funkcja. Nastepujace twierdzenie stwierdza istnienie nieskon-
czenie wielu orbit okresowych dla odwzorowan f, w ktorych jest zanurzona podkowa Smale’a.

Twierdzenie 2.5 ([73]) Jesli f(Np), f(N1) C intP, poziome krawedzie zbioréw Ny, N1 sq odwzo-
rowane przez f poza zbior NoUNy (w ten sposdb, ze jeden ze zbioréw f(Nop), f(Nov) jest zawarty
w My, podezas gdy drugi jest zawarty w M_, i podobnie dla poziomych krawedzi prostokgta N1) to
dla dowolnego skoticzonego ciggu (ag,a1,...,an—1) € {0,1}™ istnieje punkt staly x odwzorowania
fm spelniajgcy

fi(x) €N, dla i=0,...,n—1.

Dowdd jest oparty na konstrukcji homotopii ) pomiedzy odwzorowaniem f i podkowa Smale’a.
Homotopia jest skonstrulowana w ten sposéb, ze indeks punktu stalego pary (FY', N, ) nie zalezy
od wartosci A € [0,1] dla dowolnego naturalnego n i dla dowolnego ciagu a = (ag,a1,...,an-1) €
{0,1}™, gdzie
df _ Cn—
N} E N, N FT YNy ) N Fy (N, ). (2.23)

Stad mozna otrzymaé istnienie co najmniej tylu punktéw okresowych co dla podkowy Smale’a (2™
punktéw stalych odwzorowania h™). Wiecej szczegdléow dotyczacych tej metody jest podanych w
dowodzie nastepnego twierdzenia.

Nastepne twierdzenie porusza przypadek odwzorowan, w ktérych zanurzona jest zdeformowana
podkowa Smale’a. Ze zbioru ciagdéw n-elementowych o wyrazach ze zbioru dwuelementowego {0, 1}
wybierzmy te podciagi, ktére po utworzeniu cyklu nie zawieraja podciagu (1, 1)

T, ={(ao,...,an—1) € {0,1}™ (a’jva(j+1) mod n) 7 (1,1) dla 0 < j <m}. (2.24)

Poniewaz zdeformowana podkowa Smale’a nie posiada punktow okresowych odpowiadajacych cia-
gom nie nalezacym do T}, to musimy ostabié¢ teze nastepnego twierdzenia.



42 ROZDZIAEL 2. BADANIE ISTNIENIA ORBIT OKRESOWYCH

Twierdzenie 2.6 Jesli f(Ny), f(N1) C intP, poziome krawedzie Ny, N1 s¢ odwzorowane przez
f w ten sposdb, zZe jeden ze zbioréw f(Nop), f(Nov) jest zawarty w My, podczas gdy drugi jest
zawarty w M_, oraz jeden ze zbioréw f(N1p), f(N1v) jest zawarty w M_, za$ drugi w MoUN; UM
to dla kazdego skoniczonego ciggu a = (ag,a1,...,an—1) € T), istnieje punkt x taki, Ze

fi(x) €N, dla i=0,....,n—1 oraz f"(x)=ux. (2.25)

Dowéd: Przedstawiony zostanie jedynie szkic dowodu, poniewaz jest on oparty na dowodzie
Twierdzenia 2.5, podanym w pracy [73]. Niech hy oznacza zdeformowana podkowe Smale’a. Niech

Fa(2) € F(\2) = (1 - A) f(2) + Mha().

F jest ciagla homotopia taczaca f z hy. Homotopia F' jest skonstruowana w ten sposéb, ze za-
lozenia twierdzenia sa spelnione dla kazdej funkeji F\ (A € [0, 1]). Wybierzmy liczbe naturalna
niciag a = (ag,a1,...,a,_1) € T,,. Niech N bedzie zdefiniowane wzorem (2.23). Latwo widaé
(poréwnaj str. 40), ze istnieje punkt staly z odwzorowania h? speliajacy warunki hi(z) € N,
dlai=0,1,...,n— 1. Dowéd, ze dla ciagu a istnieje punkt = nalezacy do zbioru N speliajacy
warunki (2.25) sklada sie z kilku krokéw. W tym przypadku obrét pola wektorowego jest pojeciem
niewystarczajaco ogélnym. Poniewaz chcemy udowodnié¢ istnienie punktéw stalych wewnatrz zbio-
ré6w N7, ktore niekoniecznie musza byé ograniczone krzywa Jordana to musimy wykorzystywaé
ogolniejsze pojecie indeksu punktu statego.

Najpierw trzeba udowodnié, ze odwzorowanie F}' nie ma punktéw stalych na brzegu zbioru
N2 N tej podstawie mozna wywnioskowaé, ze indeks punktu statego I(Fy, N2\) odwzorowania F}
wzgledem zbioru N\ jest dobrze okredlony (poréwnaj Definicja 2.3).

Z niezmienniczodci indeksu punktu stalego wzgledem homotopii (Uwaga 2.1) otrzymujemy
I(f*,Ng) = I(Fg', Ng) = I(F', Ng) = I(hg, Ny).

Poniewaz indeks punktu stalego odwzorowania h” wzgledem N, jest niezerowy to indeks I(f™, N?)
jest rowniez rézny od zera, i stad na podstawie Uwagi 2.2 istnieje punkt = spelniajacy warunki
(2.25). m|

Powyzsze twierdzenie zostalo sformutowane dla konkretnego potozenia zbioréw Ny i N7 na plasz-
czyznie. Latwo mozna zastosowaé je gdy zbiory Ny i N7 sa polozone inaczej dokonujac odpowiedniej
zamiany zmiennych.

Za pomoca Twierdzenia 2.6 mozna wykaza¢ istnienie nieskonczenie wielu orbit okresowych
dowodzac, ze obraz pewnych czesci zbioréw Ny, N7 jest zawarty w odpowiednich podzbiorach
pasa P, do czego moze zosta¢ wykorzystany komputer. Najbardziej czasochtonnym zalozeniem
Twierdzenia 2.6 jest zalozenie pierwsze, tzn. sprawdzenie, ze f(Ny), f(N1) C P. Jedli f jest injekcja
to mozna ostabi¢ to zalozenie korzystajac z nastepujacego lematu:

Lemat 2.2 Niech f bedzie injekcjg oraz No, N1, P bedq zdefiniowane na poczgtku tego podroz-
dziatu. Jesli f(ONy), f(ON1) C P to réwniez f(No), f(N1) C P.

Dowdd: Stosujemy dwukrotnie Lemat 2.1. O

2.2.4 Arytmetyka przedzialowa

W celu zastosowania twierdzen o istnieniu rozwiazan okresowych, podanych w poprzednich podroz-
dzialach, nalezy w kazdym konkretnym przypadku sprawdzié¢ zachodzenie zalozen tych twierdzen,
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co sprowadza sie do sprawdzenia, czy obrazy krawedzi zbiorow N, Ny, N7 sa zawarte w odpo-
wiednich podzbiorach pasa P. Przy dowodzie tych zalozen moze byé wykorzystany komputer.
Rozwazany zbiér pokrywany jest duza ilodcia prostokatow. Obliczany jest nastepnie obraz kazde-
go z tych prostokatow przez odwzorowanie Poincarégo i sprawdzany jest warunek czy obraz ten
jest odpowiednio potozony na ptaszczyznie. W celu uwzglednienia bledéw obliczeniowych zasto-
sowana zostala arytmetyka przedzialowa [2]. Idea tego typu obliczenn polega na przeprowadzaniu
wszystkich operacji arytmetycznych na przedziatach. Wynikiem operacji jest przedzial zawierajacy
wszystkie mozliwe wyniki operacji. Przykladowo [a,b] + [, d] jest to przedzial zawierajacy zbior:
{z:z =z + x2,21 € [a,b],z2 € [¢,d]}. W trakcie obliczen zostal wykorzystany zestaw procedur
do arytmetyki interwalowej w jezyku C++4 sporzadzony przez Olafa Kniippela z Uniwersytetu
Technicznego Hamburg-Harburg. Jako kompilator jezyka C++ wybraliSmy kompilator gnu C++
na komputerze Sun SPARC 2.

W celu sprawdzania wynikéw obliczen opracowany zostal drugi pakiet procedur do arytmetyki
interwalowej. Zostal on zaimplementowany w jezyku Borland—Pascal i uruchomiony na komputerze
PC—486.

2.2.5 Dowdd istnienia orbity okresowej w obwodzie Chuy

Zaprezentowana w podrozdziale 2.2.2 metoda dowodu istnienia rozwigzan okresowych zostala za-
stosowana do dowodu istnienia orbity okresowej w uktadzie Chuy. Istnienie orbity okresowej moze
wydawaé si¢ problemem nieciekawym dla uktadu, w ktérym w symulacjach obserwuje sie zachowa-
nia chaotyczne. Symulacje jednak moga prowadzi¢ do mylnych wnioskéw. W pracy [1] podany jest
przyktad ukladu, w ktéorym obserwowane zachowania chaotyczne sa efektem bledéw zaokraglen
popelianych w czasie symulacji. Poniewaz a priori nie wiemy, czy uklad Chuy jest chaotyczny, to
nie wiemy rowniez, czy istnieje jakakolwiek orbita okresowa. Ponadto za pomoca tej metody moz-
na znalezé w sposéb $cisty polozenie orbity okresowej z bardzo duza dokladnoscia. Metode mozna
zastosowaé dla réwnolegloboku N dowolnie przeskalowanego (jedynym ograniczeniem jest precyzja
obliczen komputerowych) i nie powoduje to zwigkszenia ilosci obliczen. Mozna w ten sposéb po
odpowiednim zmniejszeniu réwnolegloboku NV okredli¢ z bardzo duza doktadnoscia polozenie orbity
okresowej, co moze by¢ przydatne przy pdzniejszej jej stabilizacji. Idealny obwod Chuy jest opisa-
ny réwnaniami (1.16) i (1.17). Jest on rozwazany z nastepujacym zbiorem parametréw: C; = 1,
Cy = —0.632, G = —0.0033, L = —1.02, R = —0.33, G, = —0.419, G, = 0.839, £ = 1.

Jako plaszczyzne transwersalng wybierzmy plaszczyzne ¥ = Vi = {(z,y, 2)T : 2 = 1}. Niech

A = (—1.38962066, —1.02120083), B = (—1.39075810, —1.01955576),
C = (—1.39085249, —1.01962986), D = (—1.38971505, —1.02127492),

beda punktami nalezacymi do plaszczyzny 3. Niech N bedzie réwnolegtobokiem ABCD, zas P
— pasem wyznaczonym przez proste réwnoleglte AD i BC. Polozenie rownolegloboku N na plasz-
czyznie transwersalnej przedstawiono na Rys.2.7. Przy wyznaczaniu obrazéw punktéw przez od-
wzorowanie Poincarégo uzywano rozwigzan dokladnych typu e?* w obszarach liniowych Uy, Uy
zamiast calkowania numerycznego. Byto to mozliwe poniewaz uklad Chuy jest odcinkami liniowy.
Szczegdly obliczen komputerowych zostaly przedstawione w podrozdziale 2.2.7. Wykazano, ze ob-
raz odcinka Ny = AB przez odwzorowanie Poincarégo jest zawarty w zbiorze Py, oraz ze obraz
odcinka Np = CD jest zawarty w zbiorze Pp. Ponadto wykazano, ze obraz réwnolegloboku N
jest zawarty w zbiorze Q. W celu udowodnienia powyzszych wlasnosci odcinki AB i C'D zostaty
pokryte prostokatami (10000 prostokatéw w kazdym pokryciu) i udowodniono przy uzyciu aryt-
metyki przedzialowej, ze obraz kazdego z pokrywajacych prostokatéow zawarty jest odpowiednio w
zbiorze Py lub Pp. Wnetrze réwnolegloboku NV pokryto przy uzyciu ok. 60000 kwadratéw o boku
0.0000002 i wykazano, ze ich obrazy sa zawarte w zbiorze R. Tak duza liczba zbioréw wynika z cha-
rakteru punktu stalego, ktéry doéé silnie odpycha trajektorie wzdtuz podrozmaitosci niestabilnej.
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Rysunek 2.7: Réwnoleglobok N = ABCD, Ny = AB, Np = CD, zbiér Q zawierajacy obraz f(N),
zbiér Py zawierajacy f(Ny), zbiér Pp zawierajacy f(Np)

Wartosci wlasne macierzy Jakobianowej odwzorowania Poincarégo w punkcie stalym wynosza w
przyblizeniu Ay = —0.00517, A, = —2.58. Z uwagi na duza ilo$¢ pokrywajacych kwadratéw dlugosé
obliczen jest znaczna.

Zatem na mocy Twierdzenia 2.3 istnieje wewnatrz réwnolegloboku ABC'D punkt staly odwzo-
rowania Poincarégo. Ten punkt staly odpowiada orbicie okresowej uktadu (1.16), (1.17).

Przy wykorzystaniu Twierdzenia 2.4 mozna znacznie zredukowac ilo$¢ obliczen. Nie jest wow-
czas konieczne wykazywanie, ze obraz catego czworokata lezy w pasie P, lecz tylko, ze na calym
czworokacie jest okreslone ciggle odwzorowanie Poincarégo. W tym przypadku nalezy dodatkowo
wykazaé, ze obrazy “pionowych” krawedzi N; = BC i Ng = DA réwnolegtoboku N sg réwniez sa
zawarte w pasie P. W tym przypadku korzystniej jest wybraé¢ czworokat N nieco szerszy. Dzigki
zwiekszeniu szerokosci czworokata N do pokrycia bokéw AB i C'D wystarczylo po 600 prostoka-
tow. Boki BC i DA byty pokryte za pomoca 800 prostokatéw kazdy. Wykazano réwniez istnienie
cigglego odwzorowania Poincarégo okreslonego na N. Do udowodnienia tego wystarczylto pokrycie
czworokata N skladajace sie z czterech kwadratéw o boku 0.002. Czas obliczen przy uzyciu tego
samego komputera byl ok. 50 razy krétszy.

2.2.6 Dowdd istnienia nieskonczenie wielu orbit okresowych w obwodzie
Chuy

Opisane w podrozdziale 2.2.3 twierdzenia o istnieniu nieskonczenie wielu rozwiazan okresowych
zostaly zastosowane do odwzorowania Poincarégo zwigzanego z obwodem Chuy.

W przypadku obwodéw odcinkami liniowych naturalnym jest wyboér jako ptaszczyzny transwer-
salnej jednej z plaszczyzn oddzielajacych obszary liniowe przestrzeni stanéw. Wybierzmy plaszczy-
zne transwersalna ¥ = V. = {(z,y,2)? : 2 = 1} i odwzorowanie Poincarégo

P(x) = Px(x) = 070 (x), (2.26)
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zdefiniowane tak, jak w réwnaniu (1.12). Jedli plaszczyzna ¥ jest transwersalna do potoku w punk-
tach x i P(x) to istnienie ciaglego odwzorowania Poincarégo okreslonego w pewnym otwartym
otoczeniu x jest zagwarantowane (poréwnaj Twierdzenie 1.10). Udowodnimy istnienie nieskoncze-
nie wielu punktéw okresowych odwzorowania P. Punkty okresowe P odpowiadaja rozwiazaniom
okresowym ukladu (1.16).

Na ptlaszczyznie 3 wybierzmy punkty Aq, ... Ag lezace na dwoch prostych réwnoleglych:

Q

—0.7138, —0.5328), Ay ~ (—0.8838, —0.5889),
—1.2338,—0.8609), A4 ~ (—1.0838, —0.8203),
—1.3182, —1.0024), Ag ~ (—1.3445, —0.9469),
(—1.5029, —1.0699), As ~ (—1.4659, —1.1172).

(
(

Q

Q

Ay
Az
A5 =
Az

Jako zbiory Ny i Ny wybieramy czworokaty Ay AsAsAy i AsAgA7Asg. “Poziome” krawedzie Ny i
N sa zdefiniowane w nastepujacy sposéb: Ny = A1As, Nip = AszAy, Noy = AsAg, Nop =
A7 Ag (poréwnaj Rys. 2.9). Niech P bedzie pasem wyznaczonym przez proste Aj Ag i Ay A7. Niech
M_, My, M, beda czeSciami pasa P pozostalymi po usunieciu z niego zbioréw Ny i N, tzn.
M_ jest nieograniczong czescig pasa P ograniczona z jednej strony przez odcinek A;Ag, My jest
czworokatem A3 Ay AgAs zas My jest czescig pasa P ograniczong z jednej strony odcinkiem Ap As.

W symulacjach komputerowych réwnanie (1.16) bylo catkowane przy uzyciu metody Rungego-
Kutty czwartego rzedu z krokiem catkowania 7 = 0.1. Zaobserwowana zostata zdeformowana pod-

y4
-05

)

-0.8

Rysunek 2.8: Zbiory Ny, N; iich obrazy pod dzialaniem odwzorowania Poincarégo P — symulacja
komputerowa
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kowa Smale’a zanurzona w odwzorowaniu Poincarégo P. Na Rys.2.8 zostaly pokazane czworobo-
ki Ng, N; i ich obrazy przez odwzorowanie Poincarégo. Rysunek ten przypomina zdeformowana
podkowe Smale’a z Rys.2.6b. Obserwacja taka nie dowodzi istnienia orbit okresowych. Kolejnym
krokiem jest udowodnienie tego w sposéb Scisty. W wyniku zastosowania arytmetyki przedzialowej
zostalo udowodnione nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.7 Dia wszystkich wartosci parametrow nalezgcych do wystarczajgco malego oto-
czenia punktu (C1,Ce, G, L, R,G,, Gy, E) = (1.02,-0.632, —0.0033, —1.02, —0.33, —0.419, 0.839, 1)
1. istnieje ciggle odwzorowanie Poincarégo okreslone na No U N,

2. obrazy P(Nor), P(Nor), P(N11), P(N1g) “pionowych” krawedzi czworokgtéw Ny, Ny lezq
wewngtrz pasa P,

3. obrazy “poziomych” bokéw Ny, N1 spelniajq nastepujgce warunki: P(Nop) C My, P(Noy) C
M_, P(NlD) cM_, P(NlU) C M.

Dowéd: Aby uwzglednié¢ bledy obliczeniowe uzywaliSmy arytmetyki przedzialowej. Gléwnym
problemem w naszym przypadku jest obliczanie obrazu prostokata (iloczyn kartezjanski dwd6ch
przedzialéw) przez odwzorowanie Poincarégo. Szczegdtowy opis procedury stuzacej do obliczania
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Rysunek 2.9: Obrazy “poziomych” krawedzi czworokatow Ny i N1 przez odwzorowanie Poincarégo,
Ny = A1Ay, Nip = A3A4, Nov = AsAs, Nop = A7Asg, P(Nwy) C Py, P(Nip) C Pip,
P(Nov) C Pou, P(Nop) C Pop
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obrazu dowolnego prostokata przez odwzorowanie Poincarégo zostanie przedstawiony w nastepnym
podrozdziale. Gdy procedura ta byta gotowa mogliSmy sprawdzi¢ trzy wymagane warunki:

1. W pierwszym kroku udowodnili$my istnienie ciagltego odwzorowania Poincarégo na No U Nj.
Zbiér Ny zostal pokryty przez 186326 prostokatdéw. Zbiér Ny zostal pokryty przez 137 prostokatéw.

2. Boki Nyp, Nig zostaly pokryte za pomoca 2000 prostokatéw kazdy. Boki Nyp, Nogr zostaly
pokryte za pomoca 5000 prostokatow. UdowodniliSmy, ze obrazy wszystkich tych prostokatéw sa
zawarte w pasie P.

3. Krawedzie N1y, N1p zostaly pokryte odpowiednio przez 1500 i 2000 prostokatow. Krawedzie
Nou, Nop zostaly pokryte przez 3000 i 20000 prostokatéw. Udowodnilismy, ze P(N1y), P(Nip),
P(Nov), P(Nop) sa zawarte odpowiednio w zbiorach Py, Pip, Pov, Pop pokazanych na Rys. 2.9.

Wiegksze liczby w przypadku zbioru Ny spowodowane sa przez silniejsze rozciaganie odwzorowania
P na zbiorze Ny, szczegblnie w poblizu krawedzi Nop. Oszacowano, ze w tym obszarze wartosé
bezwzgledna niestabilnej wartosci wlasnej macierzy Jakobianowej odwzorowania Poincarégo jest
wieksza niz 30. o

Na podstawie Twierdzen 2.6 i 2.7 oraz Lematu 2.2 otrzymujemy nastepujacy wniosek:

Twierdzenie 2.8 Dia wszystkich wartosci parametrow nalezgcych do wystarczajgco malego oto-
czenia punktu (Cq,Co,G,L,R,G,, Gy, E) = (1.02,—-0.632, —0.0033, —1.02, —0.33, —0.419, 0.839, 1)
odwzorowanie Poincarégo P posiada nieskonczenie wiele punktow okresowych, Scislej mowige dla
kazdego skoriczonego ciggu n-elementowego a = (ag,a1,...,an—1) € Ty, istnieje punkt x taki, ze

P'(x)€N,, dla i=0,....,n—1 oraz P"(x)=x. (2.27)

Dowéd: Na podstawie czeSci pierwszej Twierdzenia 2.7 odwzorowanie Poincarégo jest ciagle na
zbiorze Ny U N;. Poniewaz uklad Chuy posiada wlasno$¢ jednoznacznosci rozwigzan to odwzoro-
wanie Poincarégo jest injektywne. Na podstawie czeSci drugiej i trzeciej Twierdzenia 2.7 obrazy
brzegdw zbioréw Ny i N7 przez odwzorowanie P sa zawarte we wnetrzu pasa P. Zatem na podstawie
Lematu 2.2 spelnione sa warunki P(Ny), P(N;) C P.

Na podstawie czedci trzeciej Twierdzenia 2.7 obrazy “poziomych” bokéw czworokatow leza
w pasie P poza Ny, N1, w szczegdlnosci spelnione sa warunki P(Nop) € M4, P(Noy) C M_,
P(NlD) Cc M_, P(NlU) C M.

Spelnione sa zatem zalozenia Twierdzenia 2.6 i dowdd jest zakonczony poniewaz teza Twier-
dzenia 2.6 pokrywa si¢ z teza obecnie dowodzonego twierdzenia. a

2.2.7 Szczeg6ly obliczen komputerowych

Opiszemy obecnie szczegblowo procedure stuzaca do obliczania obrazu zbioru przez odwzorowanie
Poincarégo. Parametrem wej$ciowym procedury jest prostokat, ktérego obraz chcemy obliczyé¢. Pro-
cedura wyznacza prostokat zawierajacy obraz wejsciowego prostokata. Procedura ta wykorzystuje
arytmetyke interwalowa. Wszystkie bledy popelniane przez komputer w czasie kolejnych dziatan
sa uwzgledniane i wplywaja na zwiekszenie wymiaru wyjéciowego prostokata. W celu unikniecia
nieporozumien zmienne typu przedzial (a takze wektory i macierze, ktérych elementami sa prze-
dzialy) bedziemy oznaczaé przez dodanie daszka * nad zmienna. Jedli & jest przedzialem to przez
inf() i sup(&) bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio dolny i gérny koniec przedziatu . Aby uproscié za-
pis prostokat [y1, y2] X [21, 22] nalezacy do plaszczyzny 3 bedziemy zapisywaé w postaci wektorowe]
jako x = (17 [yla yQ]a [21, 22])T



48 ROZDZIAEL 2. BADANIE ISTNIENIA ORBIT OKRESOWYCH

Obliczenia wstepne

Przed przystapieniem do obliczania wartosci odwzorowania Poincarégo nalezy wyznaczy¢ kilka
wielkosci, istotnych dla dalszych obliczen.

1. Inicjalizacja macierzy Ag, A1 i wektoréw vq, V1.

~G./Cy 0 1/Cy 0

Ay, = 0 ~G/Cy 1/Cy |, Vo= 0 |, (2.28a)
-1/L -1/L —R/L 0

A —Gy/Ch 0 1/Cy (G — Gy)/Cy

A = 0 ~G/Cy 1/Cy |, 1= 0 (2.28D)
-1/L  -1/L —R/L 0

2. Obliczenie wspolczynnikoéw rownania charakterystycznego macierzy Ao, A,

3. Obliczenie pierwiastkéw réwnania charakterystycznego. Kazda z macierzy AO, A, posiada je-
den pierwiastek rzeczywisty oraz pare pierwiastkow zespolonych. Zalézmy, ze réwnanie charakte-
rystyczne ma postac:

A3 + a3)\2 +asA+ a1 = 0. (2.29)

Wartosci wlasne mozna obliczy¢ za pomoca wzoréw Cardano, ale z uwagi na prowadzenie obliczen
w arytmetyce interwatowej tatwiej jest uzywacé nastepujacej metody:

e Wyznaczenie pierwiastka rzeczywistego A zmodyfikowana metoda bisekcji. Oznaczmy
FON) == A + asA? + ag\ + ay,

gdzie A jest liczba rzeczywista, natomiast a; sa przedzialami zawierajacymi odpowiednie
wspolezynniki réwnania charakterystycznego (2.29). Warto zwrécié uwage, ze f(\) jest prze-
dziatem, jako ze powstaje w wyniku operacji na przedziatach. Pierwiastek rzeczywisty A=
[A1, A2] mozna wyznaczyé za pomoca procedury przedstawionej ponizej. Rzeczywista licz-
ba dodatnia gg, pojawiajaca sie w procedurze, okresla interesujaca nas dokladnosé obliczen.
Jej zmniejszenie powoduje zmniejszenie dtugoséci wyznaczonego przedziatu, do ktérego nalezy
pierwiastek A\ oraz wydluzenie czasu obliczen.

begin
{Znalezienie \; takiego, ze f(A\1) C (—o0,0)}
A= -1

while sup(f(A1)) > 0do Ay = 2% \q;
{Znalezienie )y takiego, ze f(A2) C (0,00)}
)\2 = 1,
while inf(f(A2)) < 0 do Ay = 2% Ag;
{Znalezienie maksymalnego \; takiego, ze f(\1) C (—00,0)}
)\min = )\1;
)\max = )\2;
while (Amax — Amin) > €0 do begin
)\med = (>\max + Amin)/2;

if (sup(f(Amed)) < 0)
then >\min = >\med
else /\max = Amed;
end;
A1 = Amin;



2.2. METODY ANALITYCZNE 49

{Znalezienie minimalnego Ay takiego, ze f(A2) C (0,00)}
)\min = )\17
)\max = )\2;
while (Amax — Amin) > €0 do begin
)\med = (>\max + Amin)/2;

if (inf (f (Amea)) > 0)
then A\pax = Amed
else Amin = )\med;

end;

A2 = Amax;

A= [)\13 )\2]7
end;

e Obliczenie pozostalych pierwiastkow & + i3 z wzoréw

a=—(az+N)/2, b= \/—(a3 + )2 +4(az + Aas + ) (2.30)

4. Wyznaczenie macierzy odwrotnych Ao_ 1 Al_l metoda minoréow

(A_l)i,j = (—1)i+‘jMi,j/det A

5. Obliczenie polozenia punktéw statych: po = Ay vo, pr = Aj vy,

6. Obliczenie wektoréow wlasnych macierzy Ay, A;. Przykladowo niech A bedzie macierza z warto-
$ciami wlasnymi A, a+i3. Poszukujemy kolumnowych wektoréw wlasnych x1, X2, x3 spelniajacych
nastepujace rownanie macierzowe:

A0 O
Ax;x2x3)=(x1x2%x3)| 0 o -0
0 4/ «

Wektor wlasny x; spelnia réwnanie Ax; = Ax;, natomiast wektory wlasne x5 i x3 spelniaja uktad
rownan: Axs = axs + Ox3, Ax3 = —fx2 + axs. Mozna je wyznaczy¢ w nastepujacy sposéb:

e obliczenie wektora wlasnego odpowiadajacego wartoéci wlasnej A\ z réwnania AX; = AXy.
e obliczenie wektora wlasnego Xo z réwnania (A — aI)%%s = — %%,
e obliczenie X3 := —3(A — &I) "%,
e wstawienie ich w macierz E := (X1 X3 X3).
7. Obliczenie macierzy odwrotnych Eg LEL

Obliczanie e®t

Macierz A o wartosciach wtasnych A\, a + i3 mozna przedstawi¢ w postaci

A0 0
A=E|( 0 a -8 |E (2.31)
0 4/ «

gdzie E jest macierza utworzong z wektoréw wlasnych w sposéb opisany powyzej. Wowczas Al

mozna obliczy¢ ze wzoru

Al =B 0 eMcospt —e¥sinpi |E7L (2.32)
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Obliczanie obrazu punktu po czasie ¢

W obszarach liniowych réwnanie X = A;(x — p;) opisuje rozwazany uklad dynamiczny. Zatem
obraz prostokata X po czasie t mozna obliczy¢ ze wzoru:

p(%,1) = A (% — ;) + P (2.33)

Wzér powyzszy jest prawdziwy przy zalozeniu, ze trajektoria przez czas ¢ pozostaje w jednym z
obszaréw liniowych Uy albo Us.

Obliczanie czasu powrotu

Obliczanie czasu powrotu jest najbardziej czasochtonnym i skomplikowanym fragmentem proce-
dury wyznaczania obrazéw przez odwzorowanie Poincarégo. Zostanie on opisany dla przypadku
powrotu do V. trajektorii startujacej z Vi po przejéciu przez obszar U,. Postepowanie w drugim
przypadku (przy przechodzeniu przez Up) jest analogiczne. Zalézmy, ze X jest dowolnym prostoka-
tem, zawartym w plaszczyznie V. Procedura obliczania czasu powrotu sklada sie¢ z kilku czesci:

1. Znalezienie t; takiego, ze fragment trajektorii ¢ (X, (0,t1]) jest zawarty w zbiorze U,. Obliczenie
&(%,]0,t1]) wedlug wzoru (2.33) nie moze daé oczekiwanych rezultatéw. Poniewaz arytmetyka
interwatowa uwzglednia btedy komputera to zbiér ¢(X, [0,t1]) wyznaczony wedlug wzoru (2.33)
na pewno bedzie mial niepuste przeciecie z obszarem Uy. Trzeba zatem zastosowac inna metode
sprawdzenia czy zbidr ¢(x, (0,t1]) jest zawarty w U,. Najpierw obliczamy y = $(%k,[0,¢1]) a
nastepnie sprawdzamy, czy y nalezy do obszaru, gdzie zmienna stanu « rosnie. Nalezy w tym celu
obliczy¢ prawa strone rownania stanu z = A1y + V1 i sprawdzi¢ czy punkty ze zbioru z maja
pierwsza wspoélrzedna dodatnig (27e; C (0,00), gdzie e; = (1,0,0)7). Sprawdzenie takie wraz z
ewentualnym zmniejszeniem ¢; jest wykonywane przez ponizsza procedure.
begin
wybierz t1 > 0;
repeat
t1=11/2;
¥ = ¢(x,[0.41]);
2= Ay + Vi
until (inf(27e;) > 0);
end;

2. Znalezienie maksymalnego t5 takiego, ze p(X, (0, t2]) jest zawarty w zbiorze Uy. W tym celu wy-
bieramy A; oraz ustawiamy wartosci poczatkowe toin = 1 1 tmax = t1+A¢. JeSli (X, [tmin, tmax]) C
U, to zwiekszamy t;, do wartosci tpax. W przeciwnym wypadku zmniejszamy A; i powtarzamy
sprawdzenie warunku. Procedura jest kontynuowana dopdki Ay jest wigksze od pewnej ustalonej
liczby ;.
begin
wybierz A; > 0;
tmin = t1;
while A; > ¢; do begin
tmax = tmin + A¢;
Y = @(X, [tmin, tmax]);
if (inf(y7e;) > 1) then begin
Ay = 1.5 % Ay;
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tmin = tmax;
end
else Ay = A;/1.5;
end;
to = tmin;
end;

W trakcie procedury sprawdzane jest, dla kolejnych przedzialéw [tmin, tmax], Czy Spelniony jest
warunek @(X, [tmin, tmax]) C Us. Warto$é tmin jest zwiekszana do wartosci tmax tylko w przypadku,
gdy warunek ten jest spelniony. Poniewaz kolejne przedzialy [tmin, tmax] Pokrywaja przedzial [tq, ts]
to stad wnioskujemy, ze p(X, [t1,t2]) C Us.

3. Znalezienie minimalnego t3 > to takiego, ze ¢(X,t3) jest zawarty w zbiorze Uy. Procedura ta
sklada sie¢ z dwéch czedci. W pierwszej poszukujemy dowolnego t3 > to spelniajacego ten warunek,
za$ w drugiej warto$¢ t3 jest optymalizowana. R6znica pomiedzy znaleziona wartoécia t3 i wartoscia
optymalna zalezy od dodatniej liczby e3.

begin

wybierz A; > 0;

t3 = to;

repeat
Ay = 1.5 % Ay
ts =tz + Ay
¥ =o(x,t3);

until (sup(yZe;) < 1);

{optymalizacja t3}

tmin = 123

tmax = 133

while (tmax — tmin < €2) do begin
tmed = (tmin + tmax)/2;
¥ = &(X; tmea);
if (sup(y7er) < 1)
then ¢,,.x = tmed
else tin = tmed;

end;

13 = tmax;

end;
4. Poniewaz ¢(X, (0,t2]) jest zawarte w obszarze Uy 1 ¢(X,t3) jest zawarte w obszarze Uy to zbiér

H(X, [t2, t3]) zawiera obraz zbioru x przez odwzorowanie Poincarégo. Poszukiwany czas powrotu
nalezy zatem do przedzialu t = [ta, t3].

5. W celu sprawdzenia ciaglosci odwzorowania Poincarégo nalezy sprawdzi¢ nastepujacy warunek.
Jedli na zbiorze (X, [t2, t3]) zmienna stanu x maleje (tzn. pole wektorowe ma ujemna sktadowa w
kierunku osi x) to plaszczyzna & = 1 jest transwersalna do potoku na zbiorze P(x). Wobec tego
na podstawie Twierdzenia 1.10 odwzorowanie Poincarégo jest ciagle na zbiorze x.
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Obliczanie obrazu zbioru przez odwzorowanie Poincarégo

Po opracowaniu procedury do wyznaczania czasu powrotu obliczenia obrazu przez odwzorowa-
nie Poincarégo jest proste. Przypusémy, ze X jest prostokatem zawartym w plaszczyznie V; =
{(z,y,2)T : © = 1}. Przypusémy ponadto, Ze prostokat ten jest zawarty w takiej czesci ptaszczy-
zny V4, z ktorej startujace trajektorie wchodza w obszar Uy. Pelne odwzorowanie Poincarégo P
rozklada si¢ z na dwa odwzorowania P, P5. Pierwsze odpowiada przejSciu przez obszar Uy i po-
wrotowi do plaszczyzny V., za$ drugie powrotowi do plaszczyzny V. po przejsciu przez obszar U, .
Najpierw wyznaczamy czas powrotu tg = [t0 min, tomax] trajektorii startujacych z x do plaszczyzny
V. Obraz X przez pierwsza cze$¢ odwzorowania Poincarégo moze byé wyznaczony ze wzoru:

P (%) := ¢(%, 1) = e (X — po) + Po- (2.34)
f’l(ﬁc) jest prostokatem zawierajacym obraz X przez odwzorowanie P;. Powtarzamy powyzsza
procedure, wyznaczajac czas powrotu t1 = [t1min,t1max] d0o plaszczyzny Vi po przejéciu przez
obszar U, i obliczamy ostatecznie obraz x przez pelne odwzorowanie Poincarégo ze wzoru:

P(%) = Po(P1 (%)) = ¢(P1(%),11) = A5 (P (%) — 1) + b1 (2.35)

2.2.8 Entropia topologiczna odwzorowania Poincarégo

Definicja entropii topologicznej podana w podrozdziale 1.2 nie jest wygodna do obliczen, gtéwnie
z uwagi na koniecznos¢ obliczania supremum po wszystkich pokryciach otwartych. Jest wiele row-
nowaznych definicji entropii topologicznej. Przy oszacowaniu entropii topologicznej odwzorowania
Poincarégo skorzystamy z definicji rownowaznej opartej na pojeciu zbioréw rozdzielonych. Zalézmy,
podobnie jak poprzednio, ze (X, o) jest przestrzenia metryczna, za$ ¢ jest ciaglym odwzorowaniem
przestrzeni X w siebie.

Definicja 2.4 Zbiér E C X nazywamy (n,€)-rozdzielonym jesli dla dowolnych réznych punktéw
x,y € E istnieje 0 < j < n takie, ze o(p’ (x), ¢’ (y)) > e.

Bowen w pracy [7] udowodnil nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.9
h(p) = lim lim sup 1 log sy, (¢), (2.36)
e—=0 n—oo T
gdzie
sn(e) = max{card E : E jest (n,¢e)-rozdzielony}.

card E oznacza moc zbioru E.

Powyzszy wzér zostanie uzyty w celu oszacowania od dotu entropii topologicznej odwzorowania P.
Jako zbiory (n, €)-rozdzielone bedziemy wybieraé zbiory utworzone z punktéw okresowych odwzo-
rowania P indeksowane przez ciagi n-elementowe nalezace do zbioru T, zdefiniowanego réwnaniem
(2.24). Przypomnijmy, ze do zbioru T;, naleza te ciagi, ktére po utworzeniu cyklu nie zawieraja
podciagu (1,1). Wykazemy najpierw, ze ciag P, = card T}, jest ciagiem Fibonacciego.

Lemat 2.3 Niech T, bedzie zdefiniowane réwnaniem (2.24). Oznaczmy moc zbioru T, przez P,.
Wzor rekurencyjny na P, jest nastepujgcy:

P o= 1,
P, = 3, (2.37)
Pn = Pn—l +Pn—2 n > 3.
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Dowéd: Jest tylko jeden jednoelementowy ciag (ag) € Ti: (0). Sa trzy dwuelementowe ciagi
(ao,a1) € To: (0,0), (0,1), (1,0). Zatem P; =11 P, = 3. Zdefiniujmy:

Qn = {(ag,...yan-1)€Th:a0=1,a,-1=0},
R, = {(aov--~,an71)€Tn:a0:0},

Q.. zawiera ciagi zaczynajace sie na 1 i konczace na 0, R,, zawiera ciaggi rozpoczynajace sie elemen-
tem 0. Z definicji zbiorow @Q,, i R, wynika, ze Q, U R,, C T,. Je$li wybierzemy ciag a ze zbioru T,
to jego pierwszym elementem moze byé 0 lub 1. Jesli ag =0 to a € Ry,. JeSli ag =1 to ap—1 # 1,
bo w przeciwnym wypadku ciag a po utworzeniu z niego cyklu zawieralby podciag (1,1). Zatem
a € Q. Wobec tego T,, C Q,, U R,,. Poniewaz T,, = @, U R,, oraz zbiory @,, R, sa rozlaczne to
P, = card@Q,, + card R,, dla kazdego n > 0. Ciagi z @),, mozna otrzymac z ciagéw z QQ,,_1 przez
dodanie elementu 0 i z ciagéw nalezacych do Q,,—2 przez dodanie ciagu dwuelementowego (1,0).
Ciagi otrzymane tymi dwoma metodami sg rézne, a ponadto w ten sposéb otrzymamy wszystkie
ciagi nalezace do @,,. Zatem card @,, = card @Q,,—1 + card @,,—2. Podobnie ciagi w R,, mozna otrzy-
macé z ciagéw nalezacych do R,_1 przez dodanie elementu 0 i z ciagéw nalezacych do R,,_o przez
dodanie ciggu (0, 1): card R,, = card R,,—1 + card R,,_2. Dla dowolnego n > 2 mamy:

P, = cardQ, +cardR,

cardQ,,—1 + cardQ,_2 +card R,_1 + card R,,_o
cardQ,_1 +cardR,,_1 +cardQ,_s + card R, _o
= P, 1+ P, 5.

Nastepny lemat podaje wzor wyrazny na P,.
Lemat 2.4

P, =20+ 23, (2.38)
gdzie z1 = (1 +/5)/2, 2o = (1 —V/5)/2.

Dowéd: Uzyjemy metody funkeji tworzacych [48]. Niech L, & 1

L(z) ¥ i Lpa"™ = Lo+ Lz + i Lpz™

n=0 n=2

= Lo+ Lix+ Z(Ln,1 + Lnfg)xn

n=2

= L0+L1z+xiLn:c"+x2ian"

n=1 n=0
= Lo+ L1z + z(L(z) — Lo) + 2*L(x)
= 143z +axL(x) —z+2*L(w).
Stad mozna wyliczy¢ L(x):
242z 242y

1+ 2z _ _Z1i—z2  _Z1—Z2 21 + 22
l—z—22 1—ziz 1—202 1—2z12z 1— 292

[e'S)
E (Z{H‘lxn + Z;H—lxn)
n=1

L(z) =
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gdzie z; = (14 1/5)/2, 22 = (1 — 1/5)/2. Ostatecznie z réwnosci szeregdéw potegowych mamy:

1 1
L, = z{” Jrzg"' .

Uwaga 2.4 P, jest liczbg punktéw statych odwzorowania hl.

Teraz jesteSmy przygotowani do oszacowania od dotu entropii topologicznej odwzorowania P.

Twierdzenie 2.10 Niech P bedzie odwzorowaniem Poincarégo zdefiniowanym réwnaniem (2.26).
Dla wszystkich wartosci parametréw nalezgcych do wystarczajgco malego otoczenia punktu (Cy, Ca,
G,L,R,G,, Gy, FE) = (1.02,—0.632, —0.0033, —1.02, —0.33, —0.419, 0.839, 1)

1+5
7

h(P) > log (2.39)

Dowéd: Wybierzmy dodatnia liczbe 6 w taki sposéb, aby § < d(z,y) dla wszystkich z € Ny i
y € Ni. Wybierzmy liczbe naturalng n i dodatnia liczbe rzeczywista ¢ < §. Dla kazdego ciagu
a € T, wybierzmy punkt z, speliajacy (2.27). Z Twierdzenia 2.8 wynika, ze takie z, istnieje.
Zdefiniujmy

E, ={z4}aeT,- (2.40)

Pokazemy, ze zbiér E,, jest (n,e)-rozdzielony. Wybierzmy dwa rézne punkty x,, 2. Poniewaz ciagi
a,b € T, sa rézne to istnieje 0 < i < n takie, Ze a; # b;. Z warunku (2.27) wynika, ze P%(z,) € N,,
i Pi(zp) € Np,. Poniewaz ¢ < § < infzen, yen,{d(z,y) } to d(P(z,), P (xp)) > € i E,, jest (n,e)-
rozdzielony. Moc zbioru E,, jest réwna P,. Zatem s,(¢) > P,. Na podstawie Twierdzenia 2.9
mamy:

1 1
h(P) = lim limsup " log sy, () > limsup -~ log P,

e—0 n—oo n— o0

1
= lim —log P, = lim log /2] + 2§
n—oo n n—oo
1+V5

= logz =log 7

Poniewaz (1 +/5)/2 > 1, to otrzymujemy natychmiast nastepujacy wniosek:

Whniosek 2.2 Dla wszystkich warto$ci parametrow nalezgcych do wystarczajgco malego otoczenia
punktu (C1,Ca,G, L, R, G, Gy, E) = (1.02,-0.632, —0.0033, —1.02, —0.33, —0.419, 0.839, 1) odwzo-
rowanie Poincarégo P, okreslone réwnaniem (2.26) posiada dodatnig entropie topologiczng.

Istnieja réwniez inne mozliwosci oszacowania entorpii topologicznej na podstawie liczby orbit okre-
sowych. Najbardziej znanym rezultatem jest pochodzacy od Bowena wynik dotyczacy dyfoemor-
fizméw spelniajacych aksjomat A3. Entropia topologiczna dyfeomorfizmu spelniajacego aksjomat
A jest réwna

n— oo n

3Moéwimy, ze dyfeomorfizm ¢ okreslony na rozmaitoéci M spetnia aksjomat A jedli zbiér punktéw niewedrujacych
Q(¢p) jest zbiorem hiperbolicznym oraz punkty okresowe ¢ sa geste w Q(p). Zbiér nazywamy hiperbolicznym jesli w
kazdym jego punkcie istnieje rozklad na kierunki stabilny i niestabilny i rozklad ten jest ciagly.
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gdzie C(p™) oznacza liczbe punktéw stalych przeksztalcenia ™ [68, Tw. 5.9.7, str. 258]. Zastoso-
wanie powyzszego twierdzenia jest jednak w naszym przypadku trudne o ile nie niemozliwe z uwagi
na koniecznos$¢ wykazania silnych zalozen o odwzorowaniu .

Inna mozliwoscia jest obliczenie entropii topologicznej przesuniecia na dwéch symbolach na
podstawie jego macierzy przejécia. Niech o: 39 — Yo bedzie przesunieciem w lewo (przesuniecie
Bernoulliego) okreslonym na przestrzeni nieskonczonych ciagéw o elementach ze zbioru dwuele-
mentowego {0, 1}. Niech X4 bedzie podzbiorem o zawierajacym ciagi nie zawierajace podciagu
(1,1). X4 jest zbiorem niezmienniczym wzgledem przesuniecia o. Podprzesuniecie (subshift) o|24
odpowiadajace zdeformowanej podkowie Smale’a posiada macierz przejécia réwna

11

A= (1)
Entropia topologiczna podprzesuniecia o danej macierzy przejscia A jest réwna logarytmowi war-
tosci wlasnej A1 macierzy A takiej, ze A1 > |)\;| dla wszystkich wartoéci wlasnych macierzy A
(63, Twierdzenie 1.9, str. 340]. Stad otrzymujemy h(c|Sq4) = (1 + /5) /2. Aby zastosowaé ten re-
zultat do oszacowania entropii topologicznej odwzorowania Poincarégo nalezy rowniez wykazaé, ze
istnieje semisprzezenie* pomiedzy odwzorowaniem Poincarégo i odwzorowaniem o|% 4 tzn. istnieje
ciggta surjekcja g: N1 U No — 34 taka, ze go P = 0 o g. Po wykazaniu istnienia semisprzezenia P z
0|24 entropie topologiczna h(P) mozna oszacowaé od dotu w nastepujacy sposéb: h(P) > h(c|Xy4)
[63, Twierdzenie 1.7, str. 340]. Jest to inny sposéb otrzymania Twierdzenia 2.10.

2.2.9 Entropia topologiczna ukladu Chuy

Istnienie nieskonczenie wielu orbit okresowych moze rowniez by¢ wykorzystane do wykazania, ze
entropia topologiczna ukladu ciagtego w sensie Definicji 1.21 jest dodatnia.

Twierdzenie 2.11 Dla wszystkich wartosci parametrow naleZgcych do wystarczajgco matego oto-
czenia punktu (C1,C2,G, L, R,G4, Gy, F) = (1.02,—-0.632,—0.0033, —1.02, —0.33, —0.419,0.839, 1)
entropia topologiczna potoku m generowanego przez réwnania (1.16), (1.17) opisujgce obwdd Chuy
jest dodatnia

h(m) > 0.

Dowéd: Wybierzmy N, Ni otoczenia zbioréw No i N1 w plaszczyZznie transwersalnej ¥ tak, aby
N{N N{ = 0 oraz aby plaszczyzna ¥ byla transwersalna do pola wektorowego na zbiorze NjU Nj.

Wybierzmy liczbe rzeczywista T spelniajaca warunek T > 7(x) dla kazdego x € Ny U Ny,
gdzie 7(x) jest czasem powrotu punktu x do plaszczyzny X. Takie skoficzone T istnieje poniewaz
odwzorowanie Poincarégo jest okreslone na zbiorze zwartym No U N .

Niech Ny(d) oznacza przeciecie otoczenia zbioru Ny o promieniu § z plaszczyzng Uy
No(9) = {x:d(x,y) < ¢ dla pewnego y € No} NUs;..

Podobnie definiujemy Np(9). Istnieje 0 takie, ze trajektorie startujace z punktéw nalezacych do
No(30) przecinaja plaszczyzne transwersalna po raz pierwszy w punkcie nalezacym do N i takie,
ze trajektorie startujace z punktéw nalezacych do N1(30) przecinaja plaszczyzne transwersalna po
raz pierwszy w punkcie nalezacym do N7j. Istnienie takiego dodatniego 6 wynika z transwersalnosci
pola wektorowego do plaszczyzny ¥ na zbiorze Nj U Nj.

4Méwimy, ze odwzorowania f: X — X i g:Y +— Y sg semisprzezone jesli istnieje ciggla surjekcja k: X — Y
spelniajaca zalezno$é¢ k o f = g o k. Dla takich odwzorowan f, g zachodzi nieréwnos$é h(f) > h(g).
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Oznaczmy przez M zbiér punktéw utworzonych przez fragmenty trajektorii startujacych z
Ny U N; do momentu ich powrotu do plaszczyzny transwersalnej

M = {x:x =7(y,t) dla pewnego y € Ny U Ny oraz ¢ € [0,7(y)]}.

Wybierzmy dodatnig liczbe rzeczywista t tak, aby d(x,7(x,t)) < § dla dowolnego x € M. Ist-
nienie ¢ > 0 wynika ze zwartoSci zbioru M. Niech N bedzie liczba naturalna wieksza od T'/t.
Niech E,, bedzie podobnie jak w (2.40) zbiorem punktéw okresowych o okresie n odwzorowania P
indeksowanym przez ciagi n-elementowe a € T,,. Wykazemy, ze zbiér E,, jest (Nn,d)-rozdzielony
wzgledem odwzorowania m;: R? — R? zdefiniowanego wzorem m(x) = 7(x,t), tzn. dla kazdych
dwéch réznych punktéw x,,xp € E,, istnieje 0 < j < nN takie, ze d(m(xq, jt), 7(xs, jt)) > 0.

Zalézmy, ze dla punktéw x,, %, € E,, zachodzi d(7(xq, jt), 7(xp, jt)) < 0 dla kazdego natural-
nego j € {0, Nn — 1}. Wykazemy, ze wéwczas ciagi a i b sa réwne.

Wybierzmy dowolne j € {0,n} i przypuéémy, ze a; = 0. Poniewaz odwzorowanie m; przesuwa
punkty nie wigcej niz o § to przed przecigciem trajektorii ze zbiorem Ny dyskretna trajektoria
musi przej$é przez zbiér No(26) \ No(d). Zatem istnieje p € {0, Nn — 1} takie, ze 7(xq,pt) €
No(26/3) \ No(6/3). Na podstawie zalozenia o punktach x,, X mamy m(xp,pt) € No(3d). Ale
trajektoria startujaca z No(36) musi przeciaé plaszczyzne ¥ i punkt przeciecia nalezy do Ny, czyli
symbol b; dla xp jest réwny a;. Dla przypadku a; = 1 dowéd przebiega podobnie.

Poniewaz E,, jest zbiorem (Nn,§)-rozdzielonym to sy, (0) > cardE,,. Stad otrzymujemy:

1 1
h(pr) = lim limsup —log s, (6) > lim lim sup — log sny(9)
§—0 n—oo TN §—0 n—oo NN
1 1 1 1 1 5
> nlingo N—nlog cardE,, = anin;o ﬁlogP = Nlog +2\/_.

Na podstawie Twierdzenia 1.7 mozna otrzymaé oszacowanie na entropi¢ topologiczng potoku:

() = hm) = 3him) > 1 log = v5

0.
Nt 2 ~

2.2.10 Wnioski

Zaprezentowaliémy metode dowodu istnienia nieskonczenie wielu orbit okresowych dla odwzoro-
wan, w ktérych jest zanurzona zdeformowana podkowa Smale’a. Metoda ta moze by¢ uogdlniona
na inne deformacje podkowy Smale’a. Przedstawiono nastepnie sposéb zastosowania tej metody do
dowodu istnienia nieskonczenie wielu orbit okresowych w ciagltych uktadach dynamicznych na przy-
kladzie ukladu Chuy. Metoda ta moze by¢ stosowana réwniez do ukladéw z innymi (niz odcinkami
liniowe) typami nieliniowosci, ale wéwczas nalezy réwniez uwzglednié¢ bledy spowodowane catko-
waniem numerycznym. Ten wynik zostal nastepnie uzyty do oszacowania entropii topologicznej
odwzorowania Poincarégo. UdowodniliSmy w ten sposéb chaotyczno$é odwzorowania Poincarégo,
generowanego przez trajektorie uktadu Chuy w sensie posiadania dodatniej entropii topologiczne;j.
Udowodnili$my réwniez dodatniosé entropii topologicznej ciagltego uktadu dynamicznego genero-
wanego przez réwnania opisujace obwdd Chuy.

Alternatywna metoda podejécia do tego problemu opiera sie na zastosowaniu twierdzenia Szyl-
nikowa [69, 71]. Wykorzystujac twierdzenie Szylnikowa mozna wykazaé istnienie orbity homo-
klinicznej, a co za tym idzie podkowy Smale’a i nieskoniczenie wielu orbit w jej otoczeniu. W
wyniku zastosowania twierdzenia Szylnikowa otrzymujemy pewien przedzial parametréw, zawie-
rajacy punkt, dla ktorego istnieje trajektoria homokliniczna i w pewnym jej otoczeniu podkowa
Smale’a. Zasadnicza réznicg w poréwnaniu z metoda opisang w tym rozdziale jest to, Ze istnienie
orbity homoklinicznej i nieskoniczenie wielu orbit okresowych jest wykazane dla pewnej nieznanej
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warto$ci parametru. W pracy [50] wykazano istnienie orbity homoklinicznej dla ukladu Chuy i
oszacowano, ze orbita homokliniczna istnieje dla wartosci parametréw stosunkowo dalekich od pa-
rametrow oryginalnie rozwazanego obwodu generujacego trajektorie typu double-scroll. Wynikéw
tych nie mozna wykorzysta¢ do wykazania istnienia nieskonczenie wielu orbit dla zadanych z géry
wartosci parametrow. W przeciwienstwie do metody opartej o twierdzenie Szylnikowa metoda za-
proponowana w tym rozdziale pozwala udowodnié istnienie nieskonczenie wielu orbit okresowych
dla ustalonych z géry wartosci parametréw.

Metody tego typu rozumie sie czesto jako dowody istnienia chaosu. Nie pozwalaja one jednak
udowodnié¢ chaotycznosci ukladu w sensie Definicji 1.27. Poniewaz istnienie nieskonczenie wie-
lu orbit okresowych oraz dodatniosé entropii topologicznej sa warunkami stabszymi niz istnienie
atraktora chaotycznego to te dowody istnienia chaosu nalezy uznaé¢ za niepelne.
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Rozdziat 3

Sterowanie ukladéw chaotycznych

Zjawiska chaotyczne tak czesto spotykane w ukladach fizycznych sa zwykle uznawane za zjawiska
niechciane. Dlatego tez jednym z najwazniejszych probleméw przy badaniu uktadéw chaotycznych
jest mozliwo$¢ ich sterowania. Najczestszym celem sterowania uktadow chaotycznych jest stlumie-
nie oscylacji chaotycznych i takie wplyniecie na dynamike ukladu, aby zachowywal sie on w z géry
zadany sposéb.

W przeciwienstwie do klasycznych probleméw sterowania w przypadku uktadéw chaotycznych
cel sterowania nie jest okreslony jednoznacznie. W zaleznosci od aplikacji sterowanie mozna rozu-
mie¢ jako stabilizacje punktu stalego, niestabilnej orbity okresowej lub tez eliminacje wielu obsza-
row atrakeji, ktore moga wystepowaé¢ w ukladach chaotycznych.

Najprostszym sposobem stlumienia oscylacji chaotycznych jest zmiana wartosci jednego z para-
metréw ukladu. Wplyw zmiany parametru na dynamike uktadu najwygodniej oprzeé jest o analize
diagramu bifurkacyjnego. Typowy diagram bifurkacyjny pokazuje bogactwo zachowan dynamicz-
nych réznego typu. Na jego podstawie stosunkowo latwo mozna dobraé¢ warto$é¢ parametru uktadu
dla ktorej bedzie on zachowywat sie w pozadany sposéb, np. generowal oscylacje okresowe. Wada
takiego podejscia jest jednak koniecznosé znacznej zmiany parametru. Zmiana parametru niezbed-
na do uzyskania zadanego zachowania jest nie do zaakceptowania w uktadach, w ktorych parametry
sa ustalone lub moga by¢ zmieniane tylko w niewielkim zakresie.

Kolejng mozliwoscia jest modyfikacja struktury uktadu poprzez dodanie dodatkowego ukltadu,
ktory sttumi oscylacje chaotyczne. Przyktad takiego rozwiazania zostal przedstawiony w pracy
[43] gdzie do ukladu Chuy dolaczono poprzez rezystor obwéd réwnolegly RLC. Przy odpowiednio
dobranej wartosci rezstora sprzegajacego mozna przeksztalci¢ drgania chaotyczne uktadu orygi-
nalnego w stabilne oscylacje okresowe. Wada tej metody jest konieczno$¢ budowy dodatkowego
podsystemu. Inna niedogodnoscia jest to, ze cel sterowania musi by¢ wybrany metoda préb i ble-
dow.

Inna mozliwo$cig sterowania uktadéw chaotycznych jest modyfikacja réwnan uktadu przez do-
danie do nich zewnetrznych sygnaléw. Pierwsza grupe stanowia metody, w ktérych dodawany
sygnal jest niezalezny od stanu ukladu — metody sterowania bez sprzezenia zwrotnego (open-loop
control). Przeprowadzono do$wiadczenia potwierdzajace, ze dodanie sinusoidalny sygnal o malej
amplitudzie i odpowiednio dobranej czestotliwoéci dodany do réwnania stanu moze spowodowaé
stlumienie oscylacji chaotycznych [8]. Dodanie sygnalu szumu o malej amplitudzie moze spowo-
dowaé usuniecie wielu obszaréw atrakeji [37]. Dodanie nieokresowego sygnalu sterujacego w taki
sposéb aby trajektoria ukladu sledzila trajektorie bedaca celem sterowania bylo studiowane w
pracy [39)].

Jedli dodawany sygnal jest zalezny od stanu ukladu to mamy szereg metod sterowania ze

59
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sprzezeniem zwrotnym. W metodzie opisanej w pracy [62] sygnal sterujacy dodany do réwnan
stanu jest proporcjonalny do réznicy pomiedzy sygnalem wyjsciowym i jego wersja opdzniona o
czas 7. W zaleznoéci od stalej 7 i sily sprzezenia obserwowano wiele rodzajéw okresowych zachowan.
Z kolei w metodzie opisanej w pracy [10] do réwnan ukladu dodawany jest sygnal proporcjonalny
do réznicy pomiedzy wyjsciem uktadu i pozadang trajektoria. Wszystkie te metody maja jedna
podstawowa wade. Dodanie sygnalu do réwnan latwo jest zrealizowa¢ w symulacjach, jednak w
przypadku wielu uktadéw rzeczywistych trudno jest taka metode zaimplementowad.

Kolejna metodg sterowania uktadami chaotycznymi jest stabilizacja niestabilnych orbit okreso-
wych nalezacych do dziwnego atraktora. Jest to metoda niezwykle obiecujaca. W metodzie tej nie
jest wymagana zmiana struktury ukladu ani tez duza zmiana jego parametréw. Do ustabilizowa-
nia dowolnej orbity okresowej wystarczaja dowolnie male zmiany jednego z parametréw uktadu.
Zasada dzialania metody jest niezalezna od dynamiki sterowanego ukladu. Daje sie ja zastosowaé
réwniez w przypadku, gdy nie sg znane roéwnania opisujace uklad a cala informacja na jego temat
jest oparta na obserwacji jednej zmiennej pochodzacej z uktadu.

Szczegdlowy przeglad metod sterowania ukladéw chaotycznych zostal przedstawiony przykta-
dowo w pracach [9, 58, 59].

W rozdziale tym przedstawimy wybrane metody sterowania autonomicznych uktadéw chaotycz-
nych rozumianego jako stabilizacja wybranej niestabilnej orbity okresowej zanurzonej w dziwnym
atraktorze. Metody tego typu oparte sa na fakcie istnienia w dziwnym atraktorze nieskonczenie
wielu niestabilnych orbit okresowych. Rozwazania nasze ograniczymy do uktadéw trzeciego rzedu.
Uktady autonomiczne ciagle nizszego rzedu nie moga generowac sygnaléow chaotycznych. Opisane
metody moga by¢ zastosowane do sterowania ukladow wyzszych rzedéow praktycznie bez zadnych
modyfikacji w przypadku, gdy orbita okresowa posiada jedna niestabilna warto$é wlasna [60]. Przy
wiekszej iloci niestabilnych wartosci wlasnych orbity okresowej do jej ustabilizowania potrzebna
jest mozliwo$é¢ zmiany wiekszej liczby parametréw ukladu.

3.1 Metody stabilizacji orbit okresowych

W pierwszej czesci rozdzialu przedstawimy wybrane metody stabilizacji orbit okresowych w ukla-
dach chaotycznych. Wszystkie metody zostana opisane w najprostszej wersji, tzn. stabilizacji punk-
tu stalego odwzorowania ptaszczyzny w siebie.

Bedziemy uzywac nastepujacych oznaczen. Niech P bedzie rézniczkowalnym odwzorowaniem
plaszczyzny w siebie zaleznym od parametru p, nazywanego parametrem sterujacym

P:R?>x R 3> (&p) — P(£,p) € R2 (3.1)

Zakladamy, ze parametr p mozemy zmienia¢ w pewnym niewielkim zakresie woké! jego wartosci
nominalnej po (p € [Po — 0Pmax; Po + OPmax|, gdzie dpmax jest maksymalna dopuszczalng zmiana
parametru). Niech £r bedzie punktem stalym odwzorowania P, dla p = po (P({r,po) = &F).
Zakladamy réwniez, ze dla p nalezacego do przedzialu [pg — dpmax, Po + 0Pmax] istnieje chaotycz-
ny atraktor odwzorowania (3.1). Zakladamy, ze punkt staly £r nalezy do atraktora oraz, ze nie
znika on przy zmianie parametru p w dopuszczalnym zakresie. Zatézmy ponadto, ze typowa tra-
jektoria uktadu wypelnia gesto atraktor. Niech aproksymacja pierwszego rzedu odwzorowania P
w otoczeniu punktu ({r, pg) bedzie miala postaé

P&, p) =~ P(€r,po) + A (£ = &)+ W (p—po), (3.2)

gdzie A jest macierza Jakobianowa odwzorowania P (-, pg) w punkcie {p, zas w = 88—1;(«5 F,Do) jest
pochodna odwzorowania P po parametrze p.
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Z zalozenia, ze punkt staly nalezy do chaotycznego atraktora, (poza przypadkami zdegenero-
wanymi, gdy jedna z wartodci wlasnych lezy na okregu jednostkowym) wynika, ze punkt staly
posiada jedna stabilna i jedng niestabilng warto$é wlasna (JAs] < 1 < |A4]). Gdyby obie wartosci
wlasne lezaly na zewnatrz okregu jednostkowego to punkt stalty nie nalezalby do dziwnego atrak-
tora, gdyz odpychalby trajektorie we wszystkich kierunkach. Gdyby obie wartosci wlasne lezaly
wewnatrz okregu jednostkowego to punkt staly bylby stabilny i nie méglby naleze¢ do chaotycz-
nego atraktora. Niech ey, e, beda stabilnym i niestabilnym wektorem wlasnym macierzy A, zas
As, Ay odpowiadajacymi im wartosciami wlasnymi. Niech £, f; oznaczaja kontrawariantne wektory
macierzy A zdefiniowane przez réwnosci fl e, = fle; =0ifle; = fle, = 1.

Czesto dla uproszczenia rozwazan bedziemy zaktadaé, ze macierz A jest macierza diagonalna

postaci
A O
A= < 0 A\ > . (3.3)

Zalozenie takie nie zmniejsza ogdlnosci rozwazan, poniewaz z uwagi na istnienie stabilnej i nie-
stabilnej wartosci wlasnej zawsze mozna dokonaé liniowej zamiany zmiennych tak, aby w nowych
wspOlrzednych macierz Jakobianowa byla postaci (3.3).

Sterowanie uktadu (3.1) polega na dokonywaniu w kazdej iteracji odwzorowania P takich zmian
wartosci parametru p w niewielkim zakresie wokél jego wartosci nominalnej pg, aby ustabilizo-
waé punkt staly {p. Zmiana parametru p nie powoduje zmiany punktu poczatkowego, lecz tylko
zmiane réwnan ukladu. W przypadku opisywanych metod sterowanie polega na dodaniu liniowe-
go sprzezenia zwrotnego p = p(§) i przeksztalceniu odwzorowania P w funkcje jednej zmiennej
P(&) = P(&,p(€)), dla ktdrej p jest stabilnym punktem stalym.

Opiszemy obecnie idee zastosowania tej metody stabilizacji do sterowania ukladéw cigglych.
Rozwazmy autonomiczny uklad rownan rézniczkowych zwyczajnych rzedu trzeciego, ktory zalezy
od jednego z parametréw systemu, oznaczonego przez p:

dx(t)

Z —F (), ), (3.4

gdzie F jest ciagglym polem wektorowym. Zalézmy, ze uklad ten dla kazdego p nalezacego do prze-
dziatu [po — dPmax, Po + 0Pmax] definiuje ciagly uktad dynamiczny. Zalézmy, ze orbita okresowa -y
nalezy do chaotycznego atraktora. Wybierzmy ptaszczyzne 3., transwersalng do potoku i przecina-
jaca orbite okresowa v w punkcie {r. Oznaczmy przez P odwzorowanie Poincarégo zdefiniowane
w pewnym otoczeniu punktu £r. Odwzorowanie P zalezy od parametru p, zatem jest ono od-
wzorowaniem postaci (3.1). Sterowanie polega na takiej zmianie parametru p, aby ustabilizowaé
orbite okresowg «v. W najprostszym przypadku parametr p jest zmieniany przy kazdym przecigciu
trajektorii z plaszczyzna transwersalna raz na okres orbity ~. Stabilizacja orbity v ukladu cia-
glego odpowiada zatem stabilizacji punktu stalego £r odwzorowania Poincarégo. W przypadku
sterowania wielopunktowego, kiedy parametr p jest zmieniany kilka razy w ciagu okresu orbity, od-
wzorowanie Poincarégo P rozkladane jest na n uogélnionych odwzorowan Poincarégo Py, ..., P,
i procedury sterowania stosowane sa kolejno do kazdego z nich. Dokladny opis zastosowania tego
typu metod do sterowania orbit okresowych w ciaglych uktadach dynamicznych rzedu trzeciego
zostanie podany w podrozdziale 3.2.3.

3.1.1 Metoda Otta-Grebogi’ego-Yorke’a

Metoda sterowania ukladéw chaotycznych, nazywana w niniejszej pracy metoda OGY, polegajaca
na stabilizacji wybranej orbity okresowej zostala opisana po raz pierwszy w pracy [60] w 1990 roku.

Idea metody zostalta przedstawiona na Rys.3.1. W celu ustabilizowania punktu statego obser-
wowana jest trajektoria uktadu. W momencie, gdy zblizy sie ona do punktu stalego modyfikowany
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P(&.p)

\/

Rysunek 3.1: Idea metody OGY, £ — siodlowy punkt staly, e, e, — stabilny i niestabilny wektor
wlasny, k — kierunek wektora w, £ — aktualny stan ukladu, P(§, pg) — stan ukladu w nastepne;
iteracji bez sterowania (p = pg), P(§,p) — stan ukladu w nastepnej iteracji, po zmianie wartosci
parametru p zgodnie z metoda OGY, P(&, p) lezy na kierunku stabilnym punktu &g

jest parametr p w taki sposéb, aby w nastepnej iteracji trajektoria trafita w lokalng stabilng pod-
rozmaitos¢ punktu stalego. Poniewaz stabilny wektor wlasny ey jest styczny do podrozmaitosci
stabilnej to powyzszy warunek moze byé¢ zapisany jako: £ (P(&,p) — &r) = 0. Stad, korzystajac
z liniowej aproksymacji (3.2), mozna wyprowadzi¢ wzér na wartos¢ parametru sterujacego p, dla
ktorej trajekoria w nastepnej iteracji trafi w podrozmaitosé stabilna punktu stalego

Ay
=po — e fL(€ — &p). 3.5
P = Do fuTw“(g &r) (3.5)
Aby metoda mogta by¢ zastosowana musi byé spetniony warunek f1'w # 0, tzn. kierunki wektoréw
w i e, nie moga sie pokrywaé. Sygnalem sterujacym w tej metodzie podobnie jak i we wszystkich
innych metodach omawianych w niniejszej pracy jest zmiana jednego z parametréow uktadu.

Sterowanie mozna rozpoczaé¢ tylko w momencie, gdy trajektoria przechodzi blisko stabilizowa-
nego punktu stalego (zalozenie o linearyzacji jest spelnione), tzn. gdy d(&,€r) < dmax, gdzie dmax
jest pewna malg liczbg rzeczywista. Poniewaz jednak z zalozenia punkt staly nalezy do atrakto-
ra to po pewnym czasie odleglos¢ trajektorii od niego bedzie dowolnie mala. W kolejnej iteracji
po przylozeniu sygnalu sterujacego trajektoria powinna pozosta¢ w poblizu punktu stalego, co
umozliwi powtdrzenie procedury sterowania i ustabilizowanie punktu stalego.

3.1.2 Modyfikacja Dressler-Nitschego

Dressler i Nitsche [23] zauwazyli, ze w przypadku rekonstrukeji atraktora metoda opdznien cza-
sowych [70] odwzorowanie Poincarégo P zalezy nie tylko od aktualnej wartosci parametru p; ale
rowniez od wartosci poprzedniej p;—1, tzn.

§it1 =P(&,pi-1,pi). (3.6)

Linearyzacja odwzorowania P moze by¢ zapisana w postaci

P&, pi—1,pi) * P(§r,po,p0) + A - (§ = E&p) + V- (pic1 — po) +u - (pi — po), (3.7)



3.1. METODY STABILIZACJI ORBIT OKRESOWYCH 63

gdZie A= DfP(EFapOap0)7 vV = %(é-FapOapO) oraz u = g_;;(é-FaPOapo)' ZQdaj@C7 a‘by fg(é-i-‘rl -
ér) = 0 mozna otrzymaé wzor na p;

Au o1 fl'v
fuTuf“ (& —¢r) — fuT—u(pi—l — Do) (3.8)

Powyzszy wzér na warto$é parametru sterujacego moze dawaé niestabilne zachowanie systemu.

bi = Po —

W przypadku gdy \g—m > 1 sygnal sterujacy dp; moze rosnac az przekroczy dopuszczalng zmiane
parametru 6pmax. Al;y tego uniknaé Dressler i Nitsche zaproponowali wyprowadzenie wzoru na dp;,
w taki spos6b aby dp;+1 automatycznie przyjmowato wartos¢ zero. Mozna to uczynic¢ przez zadanie,
aby uklad stabilizowal si¢ w dwoch krokach i aby 6p;+1 bylo réwne zeru, tzn. £Z (&2 — &r) = 0,
0p;+1 = 0. Z tych warunkéw mozna wyprowadzi¢ nastepujacy wzor:

A2 ATy
u fT(é-Z o EF) o u

AofTu+ v " NofTu g fy Pt~ P0) (3.9)

Pi = Po —

Przepis ten ma lepsze wlasnoéci pod wzgledem stabilnoéci niz wzér (3.8).

3.1.3 Wlasnosci metody OGY

Metoda OGY pozwala na stabilizacje dowolnej niestabilnej orbity okresowej zanurzonej w dziwnym
atraktorze. W przypadku idealnym stabilizacja moze by¢ osiggnieta przy dowolnie malej maksy-
malnej zmianie parametru sterujacego.

Wielopunktowa metoda OGY zaproponowana w pracy [60] nie dziala poprawnie we wszyst-
kich przypadkach. Przypu$émy, ze ({m,,...,EF,) jest orbita okresowa odwzorowania P nalezaca
do atraktora. W metodzie wielopunktowej parametr sterujacy jest zmieniany przy kazdej iteracji
odwzorowania P. Macierz Jakobianowa A = DP"({p,) (DP"({) oznacza pochodna odwzorowania
P" w punkcie £) orbity okresowej jest rozkladana na macierze Jakobianowe odwzorowania P w
punktach &g, ..., ¢p,: A; = DP(&r) (A = A, - ... Ay). Warto$¢ parametru sterujacego dla
trajektorii przechodzacej w poblizu punktu £f, jest wyprowadzona z warunku, aby w nastepnej
iteracji trajektoria trafita w podrozmaito$¢ stabilna macierzy A ;. Zaklada sie przy tym milcza-
co, ze kazda z macierzy A; posiada kierunek stabilny i niestabilny. Jest to prawda w przypadku
metody jednopunktowej. W tym przypadku macierz A; = A musi posiadaé¢ wartoéci wlasne sta-
bilng i niestabilna, jako ze punkt staly jest niestabilny i nalezy do atraktora. Jednak w przypadku
metody wielopunktowej moze si¢ zdarzyé¢, ze niektére macierze A; nie beda posiadaly kierunku
stabilnego lub niestabilnego. Podobna sytuacja moze wystapi¢ przy stabilizacji orbity okresowej
uktadu cigglego. Odpowiedni przyklad zostanie podany ponize;j.

Metode OGY mozna zmodyfikowaé tak, aby jej dzialanie nie zalezalo od istnienia rozkladu
macierzy A; na kierunki stabilny i niestabilny. Zamiast wpychania trajektorii na kierunek stabilny
macierzy A, mozna zadac trafienia trajektorii w kierunek stabilny macierzy Jakobianowej orbity
okresowej A; - ... Ay - A, ... - A;41. To rozwiazanie réwniez nie jest szczegdlnie korzystne,
zwlaszcza dla diugich orbit okresowych, poniewaz powyzsza macierz nie moze by¢ wyznaczona
zbyt dokladnie. Drugim powodem jest to, ze takie rozwiazanie moze prowadzi¢ do wpychania
trajektorii na podrozmaito$é stabilna réwniez w obszarach, gdzie trajektorie sa lokalnie odpychane
od orbity okresowej w kierunku stabilnej podrozmaitosci (poréwnaj ponizszy przyklad).

Przyklad orbity okresowej lokalnie odpychajacej trajektorie w kierunku rozmaitos$ci
stabilnej

Przedstawimy obecnie przyktad dwuwymiarowego ukladu dynamicznego, posiadajacego stabilna
orbite okresowa, ktéra odpycha trajektorie w jednej ze swych czeéci. Dodajac trzeci wymiar uzyska-
my siodlowg orbite okresowa, ktéra lokalnie odpycha trajektorie. Rozkladajac pelne odwzorowanie
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Poincarégo na dwie sktadowe otrzymamy uogoélnione odwzorowanie Poincarégo, ktérego macierz
Jakobianowa w punkcie okresowym nie posiada kierunku stabilnego. Rozwazmy uklad dynamiczny
zdefiniowany we wspolrzednych biegunowych nastepujacym réwnaniem stanu:

{g - (IT_T)(l—csinH), (3.10)

Rozwiazujac powyzszy uklad mozna otrzymac réwnania potoku:
pi(r,0) = (14 (r — 1)eccosfmecostttO=t 4 4 g). (3.11)

Wybierzmy transwersalne ptaszczyzny w sposéb nastepuacy:

2 L {0 eRTx Shr>00=0},

w, & {(r,0) e RT x St:r > 0,0 = 7}
Zdefiniujmy odwzorowanie Poincarégo jako P = Py, . Czas powrotu 7(x) do plaszczyzny 3, dla
dowolnego punktu x € ¥; jest taki sam i wynosi 7 = 27, zatem odwzorowanie Poincarégo jest
dane wzorem

P(r) =1+ (r —1)e™?".

Punkt r = 1 jest punktem stalym odwzorowania P, odpowiadajacym orbicie okresowej (ruch po

kole o promieniu 1) uktadu (3.10). Macierz Jakobianowa tej orbity wynosi DP(1) = % — =
e~ 2" czyli orbita okresowa jest stabilna. Zdefiniujmy dwa uogélnione odwzorowania Poincarégo:

Py, =Py,s,, Po = Py,5,. Dla ¢ = m macierze Jakobianowe uogélnionych odwzorowan Poincarégo
sa réwne DP(1) = €27 ™ = ¢™ > 1, DPy(1) = ¢ 27" = 737 < 1. Zatem odwzorowanie P; jest
odpychajace, ale poniewaz przyciaganie w drugiej czesci orbity jest dominujace to orbita okresowa
pozostaje stabilna (DP(1) = DPy(1) - DP(1)). Kilka trajektorii uktadu startujacych z punktéw
usytuowanych na plaszczyznie ¥ w poblizu punktu (r,8) = (1,0) jest przedstawionych na Rys. 3.2.
Orbita okresowa jest oznaczona linia przerywana. Mozna zauwazy¢, ze trajektorie sa globalnie
przyciagane do orbity okresowej, ale lokalnie w gornej poélplaszczyznie sa od niej odpychane.

15F

0.5 . \

-0.5F

-1.5F

Rysunek 3.2: Przykad stabilnej orbity okresowej odpychajacej trajektorie w gérnej péiptaszcezyznie
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Dodajmy trzecia niezalezna zmienna do uktadu (3.10)

o= (1-r)(1—csinb),
b = 1, (3.12)

Réwnanie potoku ma postaé ¢y (r,0,2) = (1 4 (r — 1)eccosf=ccost+0)=t 4 1 ¢ »et). Plaszczyzny
transwersalne sa zdefiniowane w sposob nastepujacy:

o ¥ ((n0,2) e R xS x Rir > 0,0 =0},

Y = {(r,0,2) cRT x S' xR:r > 0,0 =n}.
Odwzorowania Poincarégo sg dane rownaniami

P(r,
Pl(ra
PQ(T

Py, (r,2) = (14 (r —1)e™?7, ze?7),
Py,s,(rz) =04 (r— 1)620_”, ze™),
Py,s,(r,2) =1+ (r— 1)672C77T, ze™).

ISIRN
~— —
([

W
~—
I

Macierze Jakobianowe powyzszych odwzorowan dla ¢ = 7 sa réwne odpowiednio

—27 0 T 0 —3m 0
DP(LO) = |: 60 e27r :| ) DPI(LO) = |: 60 e™ :| ) DP2(170) = |: 60 e :|

Poniewaz odwzorowanie P moze by¢ rozlozone jako P = PyoP1, to warunek DP = DP5-DP; musi
by¢ spetniony. Macierz DP; posiada dwie wartoéci wlasne lezace poza kotem jednostkowym, czyli
nie posiada ona kierunku stabilnego. Badana orbita okresowa stanowi przyklad orbity siodlowe;j,
ktora w pewnej cze$ci odpycha trajektorie we wszystkich kierunkach.

3.2 Metoda minimum odleglosci

W zwigzku z uwagami zawartymi w poprzednim podrozdziale dotyczacymi ograniczen metody
OGY zostanie obecnie zaproponowana metoda, ktéra moze by¢ zastosowana réwniez w przypadku
gdy nie istnieje rozklad macierzy A; na kierunki stabilny i niestabilny.

W metodzie OGY sygnal sterujacy jest dobierany tak, aby zepchnaé trajektorie na podroz-
maitoéé stabilna orbity okresowej. W metodzie przedstawionej ponizej sygnal sterujacy (zmiana
parametru ukladu) obliczany jest w inny sposéb, przy ktérym nie jest wykorzystywane istnienie
stabilnego i niestabilnego kierunku macierzy A. Zamiast wpychania trajektorii na podrozmaitosé
stabilng orbity okresowej, ktéra moze lokalnie odpychaé trajektorie bedziemy w kazdej iteracji
odwzorowania P zmienia¢ warto$¢ parametru p tak, aby zminimalizowaé¢ odleglo$é trajektorii od
orbity okresowej.

3.2.1 Metoda minimum odleglosci dla punktu statego

Najpierw przedstawimy metode stabilizacji punktu stalego odwzorowania plaszczyzny. Zalézmy,
ze odwzorowanie P zdefiniowane réwnaniem (3.1) posiada aproksymacje pierwszego rzedu opisang
réwnaniem (3.2).

Ideg metody minimum odleglosci jest taki dobér wartodci parametru p, aby &1 = P(&,p)
lezalo jak najblizej punktu stalego (. Aby wyprowadzi¢ wzér na warto$¢ parametru sterujacego
wykorzystamy nastepujacy lemat:
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Lemat 3.1 Niech f(p) & A&+ wp, gdzie A jest macierzq kwadratowg wymiaruy dwa, p € R oraz
&, w € R2. Wowczas dla

wlA ¢
b= =72
[IwlI3
funkcja || f(+)||2 posiada minimum, gdzie || - ||2 oznacza norme Euklidesowg'.

Dowdd: Zapiszmy norme funkcji f w nastepujacej postaci:
IF ()13 = (A& + wp)T (AL +wp) = ETATAL + T AT wp + pw! A& + pw wp
i policzmy jej pochodna wzgledem p:
(IF@)3) =" ATw +wT A + 2pw’w = 2w AL + 2p[[w][3.
Minimum moze byé znalezione z warunku (|| f(p)||3)’ = 0. Warunek konieczny na istnienie minimum
jest spetniony, gdyz || f(p)||3 jest funkcja kwadratowa zmiennej p. O
Stosujac powyzszy lemat do funkcji f(p) = P(&, p) —&r oraz uzywajac linearyzacji (3.2) otrzymuje-
my warto$¢ parametru sterujacego, dla ktérego odleglosé P (&, p) od punktu stalego jest minimalna:
wlA

=po— —>(&— . 3.13

P(&,p)

\/

Rysunek 3.3: Zasada dziatania metody minimum odlegtosci: £ — siodlowy punkt staly, es, e, —
stabilny i niestabilny wektor wlasny, k — kierunek wektora w, £ — aktualny stan ukladu, P(&, po)
— stan ukladu w nastepnej iteracji bez sterowania (p = po), P(£,p) — stan ukladu w nastepnej
iteracji, dla parametru p obliczonego przy uzyciu metody minimum odlegtosci. Wartosé p jest tak
dobrana, ze odleglo$é punktu P (&, p) od punktu stalego £p jest minimalna

Na Rys. 3.3 przedstawione zostalo dzialanie opisanej powyzej metody sterowania. £ jest aktu-
alnym stanem uktadu. Bez sterowania (p = pg) w nastepnej iteracji trajektoria przesztaby w punkt
P(&, po). Zmieniajac parametr p mozemy przesuwaé obraz punktu £ przez odwzorowanie P wzdluz
prostej k, ktéra odpowiada kierunkowi wektora w (poréwnaj Rys. 3.3). Wybieramy taka warto$é
parametru p, aby odleglos¢ obrazu punktu £ od punktu stalego £r byla minimalna.

! Norma Euklidesowa wektora x = (x1,22,...,%s) € R™ jest zdefiniowana jako ||x||2 = \/(x% + a2+ +a2).
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3.2.2 Metoda minimum odleglosci, wersja wielopunktowa

Opiszemy obecnie jak zastosowaé¢ metode minimum odlegtosci do stabilizacji orbit okresowych.
Zalézmy w ogllnym przypadku, ze mamy n odwzorowan:

P;:R*xR 3 (&,p) — Pi({,p) € R, (3.14)

i = 1,...,n. Przypud¢my ponadto, ze P;({r,) = &r,, dla i = 1,...,n — 1 oraz P,({p,) =
&ry, tzn. punkt g jest punktem stalym odwzorowania P, o--- 0Py o P;. W przypadku gdy
odwzorowania P; sa takie same mamy zwykla orbite okresowa odwzorowania P; o okresie n.
Uogolnienie na przypadek réznych P; bedzie potrzebne do zastosowania tej metody do sterowania
uktadéw ciagtlych.

Aby ustabilizowaé¢ orbite okresowa £p,,&p,,. .., F, obserwujemy trajektorie uktadu. W mo-
mencie gdy trajektoria zblizy sie do jednego z punktéw &g, Ep,, ..., Er, (np. &F,) rozpoczynamy
sterowanie. Parametr p jest modyfikowany wedlug wzoru:

T
W, Ai

—po— Jitlie _ep) 3.15
P ="Do IIWiII%(§ ;) (3.15)

gdzie A;, w; sa wspdlczynnikami linearyzacji odwzorowania P; w otoczeniu punktu (£g,,po) (po-
réwnaj réwnanie (3.2)). W nastepnej iteracji trajektoria powinna przejsé blisko kolejnego punktu
na orbicie okresowej, co pozwoli na powtorzenie procedury.

3.2.3 Sterowanie ukladéw ciaglych

Rozwazmy uktad dynamiczny opisany réwnaniem (3.4). Zalézmy, ze réwnanie to dla p = po definiu-
je ciagly uktad dynamiczny posiadajacy atraktor chaotyczny oraz ze v jest nalezaca do atraktora
niestabilng orbita okresowa rozwazanego ukladu dla p = pg. Zakladamy réwniez, ze przy malej
zmianie parametru p atraktor chaotyczny i orbita okresowa nie znikaja. Wybierzmy n punktéow na

orbicie okresowej (x;, ¢ = 1,...,n) 1 w kazdym z tych punktéw wybierzmy hiperplaszczyzne ¥;
transwersalna do potoku zdefiniowanego réwnaniem (3.4). Oznaczmy przez P; (i = 1,...,n) uogdl-
df

nione odwzorowanie Poincarégo prowadzace z otoczenia U; punktu x; w ¥; do X471 (Zp41 = £1).
Istnienie odwzorowan P; wynika z tego, ze punkty x; naleza do tej samej trajektorii oraz z trans-
wersalno$ci hiperplaszezyzn ¥; wzgledem potoku (poréwnaj Twierdzenie 1.10).

W celu zastosowania metody minimum odleglosci do stabilizacji orbity okresowej v obserwuje-
my przeciecia trajektorii systemu z plaszczyznami 3;. Jesli punkt przeciecia & trajektorii z ptasz-
czyzna X; lezy blisko punktu okresowego &g, to modyfikujemy parametr sterujacy wedlug wzoru
(3.15). Parametr sterujacy pozostaje staly, az do wykrycia przeciecia z nastepna hiperplaszczy-
zna. Dzieki takiemu sterowaniu minimalizujemy odleglo$é¢ punktu przeciecia trajektorii z nastepna
hiperptaszczyzng ¥; 1 i punktu okresowego {r, . Jesli sygnal sterujacy obliczony wedlug wzoru
(3.15) r6ézni sie od wartosci nominalnej wiecej niz wynosi dopuszczalna zmiana parametru dpmax
(tzn. [p — po| > OPmax) lub jedli odleglosé punktu przeciecia £ od punktu statego jest wieksza niz
dmax (tzn. d(€,€r) > dmax) to sygnal sterujacy ustawiamy na warto$¢ nominalng p = po.

3.2.4 Wlasnosci metody minimum odlegtosci

Opisana metoda pozwala na stabilizacje dowolnej orbity okresowej istniejacej wewnatrz dziwnego
atraktora za pomoca niewielkich zmian jednego z parametrow uktadu. Metoda ta polega na mo-
dyfikacji jednego z parametrow ukladu w taki sposéb, aby zminimalizowaé odleglo$é trajektorii
od stabilizowanej orbity okresowej. Zmiana parametru jest dokonywana przy kazdym przecieciu
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plaszczyzny transwersalnej. W przypadku idealnym (brak zaklécen i szuméw w ukladzie) do-
puszczalna zmiana parametru dpmax moze byé dowolnie mala. Do zastosowania metody nie jest
potrzebna znajomo$é réwnan opisujacych uklad. Wszystkie parametry potrzebne do obliczenia
sygnalu sterujacego (znalezienie orbit okresowych istniejacych wewnatrz dziwnego atraktora, ich
macierzy Jakobianowych, itp.) moga by¢ wyznaczone na podstawie szeregu czasowego pochodza-
cego z eksperymentéw za pomoca metod opisanych w rozdziale 2. W celu zastosowania metody
nalezy wyznaczy¢ 5 parametréw, dla kazdego z n punktéw.

W przypadku gdy tylko jedna zmienna systemu jest mierzalna to mozna wykorzysta¢ metode
opéznien czasowych odtwarzania pelnej wielowymiarowej trajektorii z jednowymiarowego szeregu
czasowego [70].

3.2.5 Efektywno$¢ sterowania

Zbadamy obecnie problem, kiedy sterowanie jest efektywne. Lemat 3.1 gwarantuje minimalizacje
odleglodci trajektorii od punktu okresowego, ale nie pociaga za soba zbieznosci trajektorii do orbity
okresowe;j.

Definicja 3.1 Mowimy, ze sterowanie jest efektywne, z poziomem bledu §, jeSli istnieje tq, takie
ze dla t > tg odleglo$¢ trajektorii od orbity okresowej jest mniejsza niz 4.

Stabilizacja punktu stalego

Rozwazmy przypadek stabilizacji punktu stalego ukladu dyskretnego lub rownowaznie stabilizacje
orbity okresowej ukladu ciagltego w wersji jednopunktowej. Niech P (&, p) bedzie odwzorowaniem
plaszczyzny zdefiniowanym przez (3.1). Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze 0 = [0,0]7 jest
punktem stalym odwzorowania P dla p =0 (tzn. P(0,0) = 0). Zalézmy, ze liniowa aproksymacja
odwzorowania P ma postac:

f(&,p) = AL+ wp. (3.16)

Postaramy sie odpowiedzie¢ na pytanie dla jakich wartosci macierzy A i wektora w dobierajac
parametr p zgodnie z metoda minimum odlegloéci otrzymamy uktad stabilny. Problem efektywnosci
sterowania mozna potraktowaé ogdlniej. Dla danego ukladu (3.16) z macierza niestabilna A nalezy
dobra¢ liniowe sprzezenie zwrotne p = c?¢ tak, aby uktad

f(&) = f(&c"¢) = AL +wcT¢ (3.17)

byl stabilny. Dobierajac wektor c tak, aby wartosci wlasne macierzy A+wc? lezaly wewnatrz okre-
gu jednostkowego otrzymujemy cata klase metod sterowania umozliwiajacych stabilizacje punktu
stalego. Metody podejscia do tak postawionego problemu podane sa przykladowo w pracy [52].

W niniejszej pracy nie bedziemy jednak zainteresowani podaniem warunkéw jakie musi spet-
niaé¢ wektor ¢, aby uktad (3.17) byl stabilny. Podane zostana jedynie warunki kiedy algorytm
obliczania wektora c oparty na metodzie minimum odlegloéci powoduje ustabilizowanie uktadu.
Wyprowadzimy réwniez warunki na zachodzenie kryterium silniejszego niz stabilizacja. Z uwagi
na koniecznosé spelnienia zalozenia o linearyzacji oraz dopuszczalng zmiane parametru steruja-
cego sterowanie uktadu rozpoczynamy w momencie gdy odleglos¢ trajektorii od punktu stalego
jest mniejsza od pewnej rzeczywistej liczby dpax. ChcielibySmy, aby po rozpoczeciu sterowania
trajektoria nie uciekla poza kolo B(£r, dmax), tak abySmy w nastepnej iteracji mogli kontynuowaé
sterowanie. Interesowa¢ nas zatem bedzie warunek zapewniajacy w kazdym kroku zmniejszanie
odleglosci trajektorii od orbity okresowej, co jest warunkiem silniejszym od stabilnoéci uktadu.

W metodzie minimum odlegtosci wybieramy parametr p(€) = —||w||;*w’ A€ tak, aby zmini-
malizowaé wyrazenie || f (€, p)||2. Poniewaz wybdr parametru p zalezy od &, to f moze by¢ zapisana



3.2. METODA MINIMUM ODLEGEOSCI 69

jako funkcja zmiennej &:

wwl A wwl daf
=A =AL— ———¢= (- | AE S WE. 3.18
710 = A wile) = Ag = Jrgte = (1- [ ) ac we (313
Oznaczmy
A= ( Z; Zz ) . w=||wl|| - (cos¢,sing)T. (3.19)

Lemat 3.2 Niech f, A, w bedg okreslone wzorami (3.18), (3.19). Niech X bedzie liczbg dodatnig
mniejszqg od 1. Wowczas

Ve IF ()2 < AllE]]2 (3.20)
wtedy @ tylko wtedy gdy

/

I1(A,w) 4 ((au sin ¢ — as cos ¢)2 + (a128in ¢ — agz cos c/))2)1 2 <) <1 (3.21)

Dowéd: Poniewaz odwzorowanie f jest liniowe, to wystarczy sprawdzi¢ warunek (3.20) dla ¢

nalezacych do sfery jednostkowej (||¢||2 = 1). Wystarczy zatem sprawdzié, kiedy macierzowa 2-

norma? macierzy W jest mniejsza lub réwna od A. W celu jej obliczenia zapiszemy macierz W w

nastepujacej postaci:

B wwl _ 1 0 cos? ¢ cos ¢ sin ¢ a1 a2 \ _
W= (I_ ||W||§) A= (( 0 1 ) B ( COS ¢ cOS sin? ¢ )) . ( az1 @22 ) B

sin? 10} — cos ¢ sin ¢ a1l aio
— COS ¢ coS ¢ cos? ¢ az az )’

Po prostych przeksztatceniach mozna zapisaé¢ macierz W7 W w postaci:

C% C1C2
2 )
C1C2 Cy
gdzie ¢1 = a11sin p—as1 cOs P i co = a1s sin @—asos cos ¢. Wartosci wlasne macierzy WwWTw WYNosza,

p1 =0, po = ¢ + 3 = (a11sing — agy cosd)? + (arasin g — agg cos ¢)?. Zatem |[Ws|| = \/uia.
Ostatecznie ||[Wa|| < A wtedy i tylko wtedy gdy /mz < A. |

Warunek (3.21) moze zostaé¢ zapisany w postaci
A-cos2¢+ B -sin2¢ > C, (3.22)

gdzie A = a3 +aly—a3;—a3y, B = 2(a11a21+a12a22) i C = a3y +aly+a3, +a3,—2. Po wprowadzeniu
zmiennej 0, zdefiniownej przez warunki: cos20 = A/vA? + B2, sin20 = B/vV A% + B? mozemy
powyzsza nierownosé zapisa¢ w nastepujacej postaci:

c
VAZ 1 B2
Przy zadanej macierzy A mamy zatem warunek jaki musi spelnia¢ argument wektora w. W zalez-
noéci od wartosci D mozna wyrdzni¢ trzy przypadki:

cos(2¢ —20) > D = (3.23)

. . . . df . .
22-norma macierzy B jest zdefiniowana jako ||B||2 = max||¢||,=1 ||BEl|2, gdzie norma || - [|2 po prawej stro-
nie réwnania jest norma euklidesowa. Mozna udowodnié [31], ze 2-norma macierzy B jest réwna pierwiastkowi z
najwiekszej wartoéci wtasnej macierzy B7 B.
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1. |D| <1 (a}, + a3y + a3, + a3y > 1+ det® A).
Wéwezas ¢ spelnia (3.23) jedli istnieje naturalne k, takie ze ¢—6 € [f% arccos D+km, % arccos D+
k).

2. D < —1 (a?, +a}y + a3y + a3y < max(1 + det® A, 2)).
Nier6wnosé (3.23) jest spelniona dla wszystkich ¢. Przypadek ten odpowiada malym wartosciom
elementéw macierzy A. Jesli wszystkie elementy macierzy A sg male to trajektorie sg przyciagane
do punktu statego i nie jest potrzebne sterowanie do osiagniecia zadanego zachowania.

3. D>1(2<a} +a}y+ad +a3y <1+det’A).
Nie istnieje ¢ spelniajace nier6wnosé (3.23).

Rozwazmy przypadek, gdy macierz A ma jedna stabilna i jedna niestabilng warto$é wlasna (JAs| <
1 < |Au|). W celu znalezienia optymalnego polozenia wektora w wzgledem kierunkéw wlasnych
macierzy A, zalézmy Ze macierz A jest macierza diagonalng postaci (3.3). W tym przypadku 6 = 0
i warunek (3.23) przyjmuje postac:

A2+ A2 -2

cos 2¢ > 20

(3.24)

Z powyzszej nieréwnosci wynika, ze najlepsze efekty sterowania mozna osiagnaé, gdy 2¢ = km, tzn.
gdy wektor w jest rownolegly do niestabilnego wektora wlasnego macierzy A. Mozna wykazaé, ze
w przypadku gdy wektory wlasne macierzy A sa prostopadle to 0 jest katem pomiedzy osia = a
niestabilnym wektorem wlasnym macierzy A.

Rozwazmy obecnie warunek zbieznosci stabszy niz (3.20), w ktorym zadaliSmy, aby w kazdej
iteracji malala odleglos¢ trajektorii od orbity okresowej. Oznaczmy

la(A,w) df a11sin? ¢ + agg cos? ¢ — (a12 + a21) cos ¢ sin ¢. (3.25)

Wykazemy, ze jesli |la(A, w)| < 1 to trajektoria ukladu liniowego po zastosowaniu metody mini-
mum odlegloéci jest zbiezna do punktu statego.

Lemat 3.3 Niech f, A, w bedqg takie jok w lemacie 3.2. Wowczas

vE IOl =50 (3.26)
wtedy @ tylko wtedy gdy
ll2(A, w)| = |a11 sin? ¢ + azg cos® ¢ — (a1 + az;) cos psin @| < 1. (3.27)

Dow6d: Poniewaz odwzorowanie f jest liniowe, to musimy sprawdzié¢ kiedy obie warto$ci wlasne
macierzy W zdefiniowanej réwnaniem (3.18) leza wewnatrz okregu jednostkowego. Wartosci wlasne
macierzy W sg rowne u; = 0, s = a11 sin® ¢+ any cos? p— (a12+as21) cos ¢ sin ¢, co konczy dowdd.

O

Warunek w lemacie 3.2 jest silniejszy niz warunek w lemacie 3.3. Pierwszy zapewnia zmniejszenie w
kazdej iteracji odlegtosci od punktu statego, natomiast drugi zbieznoéé trajektorii. Dla przykladu
rozwazmy odwzorowanie Poincarégo z diagonalna macierza Jakobianowa o wartoéciach wlasnych
Ay = 21 Ay = 0.5. Warunek (3.21) jest spelniony dla ¢ € [—0.464,0.464] U [2.678,3.605] co sta-
nowi ok. 30% przedzialu 27, natomiast warunek (3.27) jest spelniony dla ¢ € [—0.615,0.615] U
[2.526,3.757] co stanowi ok. 40% przedziatu 27. Warunek (3.27) moze okazaé si¢ zbyt staby w
rzeczywistych eksperymentach. Jest mozliwe, ze po rozpoczeciu sterowania trajektoria opusci ma-
e otoczenie orbity okresowej ograniczone przez maksymalna dopuszczalng zmiane parametru lub
efekty nieliniowe. Lematy 3.2 i 3.3 okreslaja wtasnosci liniowej aproksymacji odwzorowania P. Jako
natychmiastowy wniosek otrzymujemy nastepujace twierdzenie opisujace zachowanie odwzorowa-
nia P w otoczeniu punktu stalego &p:
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Twierdzenie 3.1 Zaloimy, ze £ jest punktem stalym odwzorowania P dla p = po. Zatéimy, ze
lintowa aproksymacja odwzorowania P ma postaé

P p)=&r+A-(§—&r)+W-(p—po) (3.28)

Parametr p jest modyfikowany wedlug wzoru p(€) = po — ||w||5 *wT A(E — &), co odpowiada prze-
ksztalceniu odwzorowania P w funkcje jednej zmiennej P(€) = P(&,p(€)). Jesli spelniona jest
nieréwnosé (3.21) to istnieje otoczenie U punktu stalego Ep oraz N < 1 takie, ze

VEeU |[P(§) —&rll2 < NIE = &rll2. (3.29)

Jesli spelniona jest nieréwno$é (3.27) to istnieje otoczenie U punktu stalego £ takie, Ze

n—oo

veeU [[P"(§) —&rllz — 0. (3.30)

Wersja wielopunktowa

Zajmiemy sie obecnie metoda wielopunktowa, w ktérej sygnal sterujacy (zmiana parametru) jest
podawany kilkakrotnie w czasie jednego okresu orbity okresowej. Zatézmy, ze mamy n odwzorowan
P; zdefiniowanych przez (3.14). Zalézmy, ze £, jest punktem stalym odwzorowania P =P, 0---0
Py o Py dla p = po. Oznaczmy &r,,, = Pi(r,,po) dlai = 1,...,n — 1. Przypusémy, ze liniowa
aproksymacja odwzorowania P; w otoczeniu punktu (£g,,pg) jest réwna:

Pi(&,p) = Pi(&r,,po) + Ai(§ — &) + Wi(p — po). (3.31)

Oznaczmy u; 4 w;/||w;]|. Niech u; = (us1,ui2)T. Zdefiniujmy v; 4 (uiz, —ui1)T. Spetnione sa
zaleznosci:
uwu =1, vivi=1, vliu =0. (3.32)

Macierz Jakobianowa odwzorowania P jest rowna:

J= (I — unuZ) A, (I — un_luz_l) A,_q... (I — uluT) Ay (3.33)
Oznaczmy
WEA, (T-w, ul_ A, ... (I-wul)A,, (3.34)
(AL W A wy) S ((V§an)2 + (v,{wun)Q)l/2 , (3.35)
(AL, Wi, ..., A, W) EvIWY,. (3.36)

Ponizsze twierdzenie podaje kilka warunkéw wystarczajacych na poprawne dzialanie metody wie-
lopunktowe;j.

Twierdzenie 3.2 Niech P;, P, W, v, u; bedq zdefiniowane powyzej. Odwzorowania P; sqg prze-
ksztalcane w funkcje jednej zmiennej Py (€) = Py(&,pi(€)), gdzie pi(€) = po—||wil |5 2wl Ay (€ —€FR).
W ten sposéb odwzorowanie P =P, o--- 0Py staje sie rowniez funkcjq jednej zmiennej.

1. Jesli
lo(A1, Wi, ..., An,wy)| = [VIWv,| <1 (3.37)

to istnieje otoczenie U punktu stalego £, , takie Ze

vEeU [Pl = 0. (3.38)
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2. Jesli
. 9 T o 1/2
L(AL, W1, A, W) = ((vann) + (vI'Wu,,) ) <1 (3.39)
to istnieje otoczenie U punktu stalego £g, oraz A < 1, takie Ze
VeeU [[P(E)ll2 < AllE]l2. (3.40)
3. Jesli dla kazdego i = 1,...,n zachodzi
2 2\1/2
(A, w;) = ((ailluil — aio1ui2)” + (ai2ui — aiootiz) ) <1 (3.41)
to istniejq otoczenia U; punktow Er, oraz A < 1 takie, zZe dla kazdego i =1,...,n
VE e Ui [[Pi(§)ll2 < Allg]]2- (3.42)

Dowdéd:
ad.1: Dowdd oparty jest na metodzie podanej w pracy [3]. Wyznaczymy wartosci wlasne macierzy

J. Skorzystamy w tym celu z faktu, ze warto$ci wlasne macierzy J i J’ -1 sa rowne gdzie
T jest macierza zmiany bazy [53]. Wybierzmy nastepujaca macierz przejscia:

T
_ Un2 —Unl _ Vi
T - —_ T .
Unl Un2 u,,
Latwo mozna sprawdzié, ze

Tfl _ TT _ ( Un2 Un1 ) _ (Vn un) )

—Upl Un2

-1 _ Vz . T
TIT " = of (I-u,ul)W(v, u,)
vI(I - u,ul)YWu,
ul (I - u,ul)Wu,

=0 =0

T T T
v, Wv, —v,u,u, Wv,

T T T
u, Wv,, —u, u, u, Wv,
~——

JI

- vI(I - u,ul)YWv,
- ul (I - u,ulYWv,

T T T
v, Wu,, — v, u, u,, Wu,,

T T T
u, Wu,, — u;,u, u, Wu,
~——

=1
viwv, vI'Wu,
0 0

=1

)

(3.43)

Wartoéci wlasne macierzy TIJT ! sa zatem réwne: A\; = 01 Ay = vI Wv,,. Zbieznos¢ trajektorii
jest rownowazna temu, aby obie wartosci wlasne mialy wartosci bezwzgledne mniejsze od 1 czyli
VIWv,| < 1.

ad.2: Obliczmy 2-norme macierzy J. Jest ona rowna pierwiastkowi najwickszej wartosci wlasnej
macierzy J7J. Obliczmy J'7J’:

JTY = (TIT HT"TIT ! =TI"T'TIT ! =TI JT .

Zatem macierze J'7J’ i JTJ sa podobne i na podstawie niezaleznoéci wartoéci wtasnych macie-
rzy odwzorowania liniowego od wyboru bazy macierze J'7J" i JTJ maja réwne wartoéci wlasne.
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Korzystajac z (3.43) mozemy obliczy¢

JTy — viWv, 0 vIWv, vIWu,
vI'Wu, 0 0 0

T T T T
_ v, Wv,v. Wv, v, Wv,v, Wu,
= T T T T :
v, Wu,v,, Wv,, v, Wu,v, Wu,

Réwnanie charakterystyczne macierzy J'7J’ ma postaé:
VIWv,vIWv, — \)(viWu,vIWu, — ) — vIWv,vIWu,vI Wu,vIWv, =0,

N - AVIWv,vIWv, + vIWu,vI Wu,) = 0.

Wartoéci wlasne macierzy J7J sa zatem réwne:
M =0, = (VIWv,)?+ (vIWwWu,)?

za$ 2-norma macierzy J wynosi:

193], = (VIWv,)2 + (vIWu,)2) 2. (3.44)
ad.3: Nalezy zastosowaé czed¢ pierwsza Twierdzenia 3.1 do kazdego z odwzorowan P;. a
Uwaga 3.1 Z Twierdzenia 1.9 wynika, ze warto$é la(Aq,wi,..., A, wy,) nie zalezy od wyboru,

ktora z macierzy A1, ... A, jest pierwsza. Dla wszystkich wyborow dostaniemy te samq charakte-
ryzacje dziatania metody. Inaczej przedstawia site sytuacja w przypadku czeSci drugiej twierdzenia.
Wartos$é 11(Aq1, w1, ..., Ay, wy,) zalezy od wyboru pierwszej macierzy i w ogdlnym przypadku za-
stosowanie tego punktu moze daé réine charakteryzacje zachowania sterowanego uktadu. W celu
zapewnienia dziatania metody wystarczy, Zeby dla jednego ponumerowania macierzy warunek z za-
tozenia zachodzil. Wielko$é w punkcie trzecim twierdzenia zostala oznaczona jako 11 (A;,w;). Nie
ma tu sprzecznosci oznaczen z punktem pierwszym, poniewaz zachodzi nastepujgca rownowaznosé:

2 2
(an1uin — aziuiz)? + (a2t — aisoi)® = (ViTAiVi) + (ViTAz'ui) .

Wszystkie trzy warunki w Twierdzeniu 3.2 pociagaja za soba poprawne dzialanie metody ste-
rowania. Pierwszy zapewnia zbieznosé¢ trajektorii odwzorowania P do punktu statego; drugi —
zmniejszanie odleglosci trajektorii od punktu statego w kazdej iteracji odwzorowania P; natomiast
trzeci zapewnia zmniejszanie odleglosci trajektorii od orbity okresowej przy iteracji kazdego z od-
wzorowan P, w malym otoczeniu orbity okresowej. Trzeci warunek pociaga za sobg warunek drugi,
bo jesli odleglo$¢ maleje pod dziataniem kazdego z odwzorowan P; to maleje ona réwniez pod dzia-
taniem pelnego odwzorowania P. Warunek drugi jest z kolei mocniejszy od warunku pierwszego.
Warunek trzeci jest konsekwencja czesci drugiej Twierdzenia 3.1. CzeSci pierwszej nie mozna prze-
dtuzy¢ na przypadek wielopunktowy poniewaz na podstawie wartosci wtasnych macierzy nie mozna
wyciagna¢ wniosku na temat wartoéci wtasnych ich iloczynu.

W lematach i twierdzeniach tego rozdziatu nie zakladalidémy istnienia kierunkéw stabilnych i
niestabilnych macierzy Jakobianowych. Dlatego tez mozna je stosowaé dla dowolnych odwzorowan
i dowolnych orbit okresowych. Mozliwe jest rowniez stosowanie ich jako kryterium rozstrzygaja-
ce mozliwos¢ ustabilizowania orbity okresowej odpychajacej trajektorie we wszystkich kierunkach
(dwie niestabilne warto$ci wlasne). Twierdzenia te mozna stosowaé praktycznie w niezmienionej
postaci jako charakteryzacje sterowania dla ukladow ciaglych. Wystarczy w tym celu zastosowaé
je dla punktu statego (lub orbity okresowej) odwzorowania Poincarégo odpowiadajacego stabilizo-
wanej orbicie okresowej ukladu ciagtego.
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3.2.6 Optymalny dobér parametrow.

Dzialanie metody zalezy od doboru kilku parametréw. Jednym z istotnych parametrow jest dmax,
ktéry okresla kiedy nalezy uaktywniaé¢ sygnal sterujacy. Po wykryciu przeciecia trajektorii z jedna
z plaszczyzn transwersalnych obliczana jest odleglos¢ d punktu przeciecia od orbity okresowej.
Jedli jest ona wigksza od dmax to sygnal sterujacy ustawiany jest na warto$é nominalna (brak ste-
rowania). Jesli d < dpax to parametr sterujacy (parametr ukladu) jest obliczany ze wzoru (3.15).
Postepowanie takie w przypadku ukladu rzeczywistego zwieksza opdznienie z jakim sygnal steru-
jacy jest podawany do ukladu jednak w wiekszosSci zastosowan jest nieuniknione. Inng mozliwo$cia
jest nie przeprowadzanie testu odleglosci i podawanie sygnalu sterujacego zawsze po wykryciu prze-
ciecia. Rozwigzanie to jednak nie daje poprawnych wynikéw w wiekszosdci przypadkdéw poniewaz
orbita okresowa moze przecina¢ jedna plaszczyzne wielokrotnie. Ponadto dokladnosé aproksymacji
liniowej moze nie byé wystarczajaca w duzych otoczeniach. Warto$¢ d,.x nie moze by¢ zbyt mala
poniewaz szum wystepujacy w uktadach rzeczywistych méglby spowodowaé opuszczenie przez tra-
jektorie zbyt matego otoczenia punktu statego. Ponadto zmniejszanie d,,q, powoduje zwickszanie
czasu trwania przejSciowego przebiegu chaotycznego zanim trajektoria po raz pierwszy trafi w oto-
czenie orbity okresowej i bedziemy mogli rozpoczaé sterowanie. Podczas eksperymentéw z obwodem
Chuy uzywana byla warto$¢ d,,.. = 0.01 przy czym odleglosci bytly obliczane po znormalizowaniu
zmiennych do przedziatu [0, 1].

Innym waznym parametrem jest liczba punktéw na orbicie okresowej, w ktérych modyfikujemy
sygnal sterujacy, oraz polozenie plaszczyzn transwersalnych. Wybér plaszczyzn transwersalnych
zmienia wspotczynniki aproksymacji liniowej A; i w; uogdlnionych odwzorowan Poincarégo. 7
poprzednich rozwazan wynika, ze najbardziej efektywne sterowanie osiagniemy, jesli niestabilne
wartosci wlasne macierzy A; beda mozliwie mate i w przyblizeniu réwne sobie co do wartosci
bezwzglednej. Wektor w w przypadku metody jednopunktowej powinien by¢ rownolegly do niesta-
bilnego wektora wtasnego macierzy A. Jako kryteria wyboru liczby i potozenia plaszczyzn trans-
wersalnych w przypadku metody wielopunktowej mozna stosowaé Twierdzenie 3.2.

Whplyw doboru plaszczyzn transwersalnych na dziatanie metody zostanie przedyskutowany na
wielu przyktadach w dalszej czesci rozdziatu. Omoéwimy réwniez wplyw bledéw wyznaczenia punk-
tow stalych oraz innych wielkoéci niezbednych do obliczania sygnalu sterujacego na dzialanie me-
tody.

3.3 Sterowanie dwupotozeniowe

Poprzednio zajmowalidmy sie przypadkiem, gdy parametr p mégt przyjmowaé wartosci z przedzia-
T [p — dpmax, P+ 0Pmax|. Okazuje sie, ze efektywne sterowanie mozna osiagnaé réwniez wtedy, gdy
parametr sterujacy moze by¢ ustawiony tylko na jedna z dwdch wartosci, np. p1 i p2, p1 < peo.
Motywacja do zajecia sie takim przypadkiem jest latwiejsza implementacja sterowania dwupoto-
zeniowego niz sterowania za pomoca sygnalu, ktéry moze przyjmowaé wiele wartosci. Zdefiniujmy
Do & (p1 + p2)/2 oraz A, & (p2 — p1)/2. Zalézmy podobnie jak poprzednio, ze P jest odwzorowa-
niem plaszczyzny zaleznym od parametru p, oraz ze g jest punktem stalym odwzorowania P dla
p = po. Zalézmy, ze A, jest na tyle mate, ze dla p = p; i p = p2 uklad pozostaje chaotyczny oraz
punkt staly £ nie znika (jego polozenie moze ulec niewielkiej zmianie). W celu ustabilizowania
punktu stalego obliczamy wartos¢ p wedlug jednej z metod sterowania i jako parametr sterujacy
wybieramy

p2 jesli - p > po,

- —_ =
P=prot Apsgn(p Po) { p1 jesli p < po.

Do obliczenia wartosci p mozemy wykorzysta¢ dowolng opisang uprzednio metode sterowania, np.
metode OGY, modyfikacje Dressler-Nitschego lub metode minimum odleglosci.
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Przez wybér jednej z wartodci p; i po zmuszamy trajektorie do ruchu w pozadanym kierunku.
Jesli wybierzemy odpowiednio wiele ptaszczyzn transwersalnych do orbity okresowej, przy przecie-
ciu z ktorymi obliczamy i przykladamy sygnal sterujacy, to trajektoria nie zdazy uciec daleko od
orbity okresowej i przy przecieciu z nastepna plaszczyzng bedziemy mieli szanse skorygowaé btad.
Jest oczywiste, ze przy takim rodzaju sterowania musimy zmienia¢ parametr sterujacy czesciej niz
przy sterowaniu parametrem cigglym.

3.3.1 Wlasnosci metody dwupolozeniowej

Opisana metoda pozwala na stabilizacje dowolnej orbity okresowej zanurzonej w dziwnym atrak-
torze, za pomoca niewielkich zmian jednego z parametréw ukladu, w przypadku gdy parametr ten
moze przyjmowaé tylko dwie wartosci. W przypadku idealnym (brak zaklécen i szuméw w ukla-
dzie) dopuszczalna zmiana parametru A, moze byé¢ dowolnie mata. Do zastosowania metody nie
jest potrzebna znajomosé réwnan opisujacych uklad. Wszystkie parametry potrzebne do obliczenia
sygnalu sterujacego (polozenie orbit okresowych, ich macierze Jakobianowe) moga by¢ wyznaczone
na podstawie znajomosci szeregu czasowego pochodzacego z ukladu za pomoca metod opisanych
w rozdziale 2. W celu zastosowania metody nalezy wyznaczy¢ cztery parametry, dla kazdej z n
plaszczyzn transwersalnych.

Parametry potrzebne do sterowania moga by¢ obliczone nawet wtedy, gdy mozemy ustawié¢
parametr p tylko na wartosci p; i p2. Oznaczmy punkty stale dla parametru p réwnego py i po
odpowiednio przez £k i £%. Poniewaz polozenie punktéw przecigeia orbity okresowej z plaszczyzna-
mi ¥; zmienia si¢ liniowo wraz ze zmiana parametru sterujacego (dla malych zmian parametru),
to &g = (€L + £%)/2 jest aproksymacja polozenia punktu statego dla parametru pg. Podobnie
mozna obliczy¢ macierz Jakobianowa w punkcie £r dla p = py oraz pochodna odwzorowania P po
parametrze p w punkcie p = pg.

Podobnie jak dla wcze$niej opisanych metod w przypadku gdy tylko jedna zmienna systemu jest
mierzalna mozna wykorzysta¢ metode opdéznien czasowych odtwarzania pelnej wielowymiarowej
trajektorii z jednowymiarowego szeregu czasowego [70].

3.3.2 Efektywno$¢ sterowania

Obecnie przedyskutowany zostanie problem doboru parametru A, oraz liczby i polozenia n punk-
tow na orbicie okresowej w przypadku sterowania dwupotozeniowego. Rozwazmy przypadek n = 1.
Podobnie jak poprzednio zalézmy, ze P(£,p) jest rézniczkowalnym odwzorowaniem plaszczyzny,
zaleznym od parametru p, {g jest punktem stalym dla p = pg oraz f zdefiniowane przez (3.16) jest
liniowa aproksymacja odwzorowania P.

W przypadku sterowania dwupotozeniowego nie jestedmy w stanie zapewnié¢ stalego zmniej-
szania odlegloéci od orbity okresowej w kolejnych iteracjach, ani nawet zbieznoéci trajektorii do
stabilizowanej orbity okresowej. Wynika to stad, ze trajektoria startujaca z punktu okresowego &
ucieka z niego (P({r) = P({r, p(Er)) = P(Er,po + Ap) = Er + WA,).

Podanie sygnatu sterujacego p(§) odpowiada z matematycznego punktu widzenia przeksztalce-

niu funkcji P w funkcje jednej zmienne;j:

P(£) = P(¢,p(6))- (3.45)

Zajmiemy sie obecnie wlasnosciami dynamicznymi tego zmodyfikowanego odwzorowania P w oto-
czeniu punktu statego.

Uzyjemy nastepujacego kryterium zapewniajacego efektywnosé metody: jesli istnieje male oto-

czenie U takie, ze
PU)cU (3.46)
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to sterowanie w sensie Definicji 3.1 bedzie efektywne, z poziomem bledu § réwnym promieniowi
najmniejszego kota o érodku w punkcie £p zawierajacego zbiér U. W tym przypadku dowolna
trajektoria startujaca z otoczenia U punktu £p pozostanie w nim na zawsze. Warunek (3.46) jest
jedynie warunkiem wystarczajacym i warunki na poprawne dziatanie metod sterowania podane
w niniejszym podrozdziale nie sa Scisle réwnowazne poprawnemu dzialaniu metody. Mimo to,
stwierdzono, ze dobrze nadaja sie jako kryteria przy poszukiwaniu optymalnej pozycji punktéw na
orbicie okresowej.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia. Niech Cs, Ds beda otwartymi pasami odpowiednio pio-
nowym i poziomym zaé Bs, s, prostokatnym otoczeniem zera w R? zdefiniowanymi w nastepujacy
sposob:

Cs = {£=[&,&)" |&] < 6},
Ds = {¢=[&,&)" 1 |&] < 6}, (3.47)
35152 = 051 n D(52.

Metoda OGY

Najpierw zajmiemy sie przypadkiem gdy warto$¢ p jest obliczana przy uzyciu metody OGY. W
tym przypadku odwzorowanie P jest na skutek sterowania modyfikowane do postaci

AufT
P(6) = P(e.p(€)) = P (0 + 08 (it (e er) ) (3.49)
Oznaczmy
T
1O = AS+wpl6) = A€+ w+ &y -sn (- ¢) (3.49)

Lemat 3.4 Niech f bedzie jok zdefiniowano powyzej. Zaldimy, Ze A jest macierzq diagonalng
zdefiniowang przez (3.3) oraz w = (w1, w2)” spetnia warunki wy,wy # 0. Niech § bedzie dodatnig
liczbg rzeczywistq. Niech Cs, Ds bedg pasami zdefiniowanymi w (3.47). Wowczas:

(% <A, < |wi|> < (f(Cs) C Cs), (3.50)
(Ap < W) & (F(Ds) C De). (3.51)

Dow6d: Poniewaz macierz A jest diagonalna to wektory wlasne oraz kontrawariantne wektory
T
wlasne sa réwne: e, = fs = [0,1]7, e, = f, = [1,0]T. Zatem sgn (— Aufy -5) = sgn (—/\;‘j—fl)

T
fI'w

- (28] 5[] (3)

Pierwsza wspélrzedna f jest réwna:

J1(§) = Muér + widpsgn (—ﬁ) i

w1
Przeksztalcajac warunek f(Cs) C Cs otrzymujemy ciag warunkéw réwnowaznych:
§€Cs= f(§) €Cs,
VE e Cs f(§) €Cs,
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VE: o] <6 A1 <6,

Au
V|§1| <4é M1+ ’wlApSgn (_ wgl) ’ < 6,
1
Ay Ay 5
V|&] < o ‘ €1+Apsgn( €1>‘<—,
w1 w1 |’LU1|
Au Ay Au 5
V& < d ‘ﬁsgn< 1)+Apsgn< §1>'<—,
w1 w1 w1 w1 |
>\u§1 5
ve <o |52 o] <
1) Au 1)
Vgl <d —— <A, — sl —_
|w | wy w1
5 Ay 0 Au
VT IPT S LS [N B a7 1
|w | wy |w | w
1) Oy
PANL YU
lwi| | wr |wr |
O(1 — [y 1)
Gl 1) SN
|wr | |wi]

W ten sposéb udowodniliSmy pierwsza réwnowaznosé. Druga wspotrzedna f jest réwna:

J2(§) = As&o + waApsgn (—)\“61) )

w1
Postepujac podobnie jak poprzednio otrzymujemy ciag warunkow réwnowaznych:
£ € Ds = f(§) € Ds,
v§ e Ds f(§) € Ds,
Vel <o [f2(8)] <6,

Ay
V€1V|§2| <0 )\562 + 'LUQApSgn (_ 51 ) ‘ < 6a

w1
V|€2| <d |)\s§2| + |’LU2AP| < 4,
[AsO] + [w2Ap| <0,
O(1 — | s
_ o)

|ws|

A

P )

co dowodzi drugiej czesci lematu.

7

d

Kolejny lemat jest wnioskiem z poprzedniego lematu i dotyczy przypadku ogdlnego, gdy macierz

Jakobianowa A niekoniecznie jest macierza diagonalna.

Lemat 3.5 Niech [ bedzie odwzorowaniem zdefiniowanym przez (3.49), Zaldzmy, Ze macierz A
posiada stabilng i niestabilng wartosé wlasng. Zalozmy ponadto, zZe niestabilna wartosé wltasna Ay,
macierzy A spetnia warunek |\, | < 2 oraz £I'w # 0. Niech ¢ bedzie dowolng liczbg wigkszq od zera.
Wéwczas istnieje otoczenie U punktu 0 = (0,0)T zawarte wewnatrz kuli B(0,¢) oraz A, takie, ze

f(U) cU.

(3.52)
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Dowé6d: Przeprowadzmy liniowa zamiane zmiennych w taki sposéb, aby w nowych wspétrzednych
macierz A byla macierza diagonalng zdefiniowana réwnaniem (3.3). Jest to mozliwe poniewaz
macierz A posiada dwie rézne rzeczywiste wartoéci wtasne. Poniewaz z zalozenia wektor w nie
byt réwnolegly do wektora wlasnego e, to po transformacji bedzie to nadal prawda czyli wy # 0.
Rozwazmy najpierw przypadek wo # 0. Ustalmy € > 0.

Dobierzmy 61, d2 < €/2 tak, aby

Poniewaz A, jest stabilna wartoscia wlasng (|As| < 1) to powyzszy stosunek jest dodatni. A,
wybieramy réwne:

_ 61|)‘u|

A, = .
2w |

P

Latwo mozna sprawdzié¢, ze dla tak dobranych &1, d2, A, przy zalozeniu [As] < 1 < |\, < 2
spelnione sg nastepujace nieréwnosci:

01(JAu] — 1) 01

<A, < Tor]” » (3.53)

|w |

Wybierzmy otoczenie U punktu 0 w sposéb nastepujacy:
df
U = Bs,5, = C5;, N Dy,

Dzieki warunkowi 01, 62 < £/2 mamy U C B(0, ). Udowodnimy, ze spelniony jest warunek (3.52).
Niech ¢ € U. Na podstawie pierwszego z warunkéw (3.53) i pierwszej czesci Lematu 3.4 mamy
f(&) € Cs,. Na podstawie drugiego z warunkéw (3.53) i drugiej czesci Lematu 3.4 mamy f(§) € Cs,.
Zatem f(§) € Cs, N Ds, =U.

Jedli we = 0 to f2(€) = As&2, a poniewaz |As| < 1 to warunek f(Ds) C Ds jest spelniony dla
dowolnych 6 i A,. Mamy w tym wypadku dowolno$é wyboru dz. Niech przykladowo d2 = 61 < /2.
A, wybieramy jak poprzednio. Dalej dowdéd przebiega analogicznie, poza tym, Ze nie korzystamy
z drugiej czesci Lematu 3.4. O

Poprzednie lematy dotyczyty odwzorowan liniowych f, z siodtowym punktem statym (0,0)7. Po-
nizsze twierdzenie uogélnia te wyniki dla dowolnych odwzorowan.

Twierdzenie 3.3 Niech P bedzie odwzorowaniem zdefiniowanym przez (3.1), {p punktem stalym
odwzorowania P. Zalozmy, ze macierz Jakobianowa odwzorowania P w punkcie £ ma dwie warto-
$ci wlasne (stabilng i niestabilng), oraz ze niestabilna warto$é wlasna Ay, spelnia warunek |\, | < 2.
Zaléimy ponadto, ze £I'w # 0. Wowczas dla kazdego ¢ > 0 istnieje otwarte otoczenie U punktu
stalego Ep zawarte wewngtrz kuli B(Ep,€) oraz A, takie, Ze

Ao fT
VeeU P (&po + Apsgn ( Fw (= &))) e . (3.54)
Dowdéd: Stosujemy lemat 3.5 do aproksymacji liniowej odwzorowania P. O

Aby wyjasnié¢ znaczenie powyzszego twierdzenia wybierzmy € > 0 i zalézmy, ze warto$é¢ bezwzgled-
na niestabilnej wartosci wlasnej macierzy Jakobianowej punktu stalego jest mniejsza od 2. Wéwczas
mozemy znalezé dowolnie male otoczenie U takie, ze kazda trajektoria, ktora trafia w otoczenie
U pozostanie w nim na zawsze. Poniewaz uklad jest chaotyczny i punkt staly nalezy do atraktora
to trajektoria po skonczonym czasie trafi w otoczenie U i juz nigdy z niego nie ucieknie. Zatem
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cel sterowania zostanie osiagniety. Z Lematu 3.4 wynika, ze dla mniejszego A, ustabilizowana tra-
jektoria pozostaje blizej punktu stalego. Poprzez wybor malego A, mozliwe jest utrzymywanie
trajektorii dowolnie blisko punktu stalego, czyli mozna uzyskaé efektywnoséé sterowania w sensie
Definicji 3.1 z dowolnie matym poziomem bledu.

Kolejny wniosek z Lematu 3.4 dotyczy przypadku, gdy nie mozna ustabilizowa¢ punktu stalego
przy pomocy metody dwupotozeniowe;.
Whiosek 3.1 Jesli |\,| > 2 to dla dowolnego € i dla dowolnego A, istnieje otoczenie U zawarte

w kuli B(Ep,€) takie, Ze istnieje £ € U, dla ktdrego

AfT

P (é-apo + ApSgIl <_ fTW . (E - EF)>> g U.

Nalezy podkresli¢, ze Twierdzenie 3.3 jest prawdziwe tylko dla uktadéw idealnych. W przypadku
ukladéw rzeczywistych, w ktérych istnieje szum, nie mozna zagwarantowaé warunku (3.54) dla
dowolnie matych otoczen. Poniewaz sygnal sterujacy +A, musi przekraczaé¢ poziom szuméw w
ukladzie to wielkod¢ otoczenia U, ktéra jest wprost proporcjonalna do Ay, nie moze byé dowolnie
mala.

Dosé prosto mozna uogdlnié¢ ten rezultat na przypadek ciagtych uktadéw dynamicznych. Jesli
rozwazymy hiperptaszczyzne transwersalna do orbity okresowej to mozemy uzyé¢ Twierdzenie 3.3
do odwzorowania Poincarégo zwiazanego z ciaggtym uktadem dynamicznym.

Analiza efektywnosci sterowania w przypadku metody wielopunktowej, kiedy sygnal sterujacy
jest podawany kilka razy w ciagu okresu orbity okresowej, jest trudna ze wzgledu na nielinio-
wos¢ sygnalu sterujacego (we wzorze na p(€) wystepuje funkcja sgn). Nie jest mozliwe uogdlnienie
Twierdzenia 3.3 na przypadek metody wielopunktowej. Mozna skonstruowaé przyklad, w ktorym
dla wszystkich uogdlnionych odwzorowan Poincarégo sa spelnione warunki z Twierdzenia 3.3 i nie
mozna dobra¢ A, tak, aby sterowanie byto skuteczne. Wynika to stad, ze wszystkie rozwazania
w tym podrozdziale prowadzimy po diagonalizacji macierzy Jakobianowej. Po pierwsze moze nie
by¢ mozliwe zdiagonalizowanie macierzy P;. Nawet jednak gdy jest to mozliwe to najczesciej obraz
kierunku niestabilnego macierzy A; przez odwzorowanie P; nie bedzie sie pokrywal z kierunkiem
niestabilnym macierzy A;;;. Orientacyjnie mozna stosowaé¢ Twierdzenie 3.3, ale Scisltych wnioskdéw
na tej podstawie sformutowaé nie mozna.

Metoda minimum odleglosci

Obecnie zajmiemy sie przypadkiem gdy zmiana parametru jest obliczana przy uzyciu metody
minimum odleglosci. Parametr sterujacy obliczany jest wedlug wzoru

wTA
§O) =+ Apsn (T (€~ 6r)).
Zmiana parametru p odpowiada przeksztalceniu funkcji P w funkcje jednej zmienne;j
wl A
P(§) =P(&p(€) =P (£ po+ Apsgn *W(f —&r) (3.55)

Najpierw zajmiemy si¢ doborem wartoéci A, tak, aby istnialo male otoczenie U spelniajace waru-
nek P(U) C U.

Lemat 3.6 Niech

T
J(6) = A€+ wp(6) = A +w- A, -sgn (—M-e),

[lwl[?
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gdzie A jest macierzq diagonalng zdefiniowang przez (3.3) oraz w = (w1, w2)™. Niech 81, 62 bedg
dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Wowczas

[ (Bs.s,) C Bsys, (3.56)
wtedy 1 tylko wtedy gdy

|52A5w2| < |51/\uw1|, (357&)
|)‘u| -1

A, =6 , 3.57b

p 1 [wr | ( )

1 |w2)\5|
Ap <0170 , 3.57

P S O]~ i 7
1- |)‘S|

Ap < 6y . 3.57d

p 2 [wa| ( )

Dowéd: Udowodnimy tylko implikacje (3.57) = (3.56). Implikacja przeciwna nie bedzie nam
potrzebna i dlatego pozostawimy ja bez dowodu. Rozwazmy przypadek w1, ws, Ay, As > 0. Dla
pozostalych przypadkéw dowdd przebiega analogicznie. Zaldzmy, ze spelnione sa warunki (3.57) i
wybierzmy € € Bs,s, (tzn. |€1] < 1 1 |€2| < d2). Nalezy udowodnié, ze | f1(€)| < 01 oraz |f2(€)] < da.
7 definicji odwzorowania f wynika, ze

J1(§) = M + w1 Apsgn(—wi Aué1 — wads&2),

f2(§) = Ao + wa2Apsgn(—wi A& — w2ds&a).

Udowodnimy, ze przy zalozeniach (3.57) maksimum z | f1(£)| po & nalezacych do By, 5, jest mniejsze
od ¢; oraz maksimum z |f2(€)| jest mniejsze od Js.

m = max{If(©)] € € Brs)
= max{|\&1 + w1 Apsgn(—wi A1 — wadséa)| : € € Bsys, }
= max{max{|\,&1 + w1Ay] : & € Bs,s,, —wiXués — waks&a > 0},
max{| A1 — w1, : € € Bs,sy, —w1Au€1 — wads€a < 0}}
= max{| &1 + w1y |&| < 01, [&2] < oy —wi A& — wasEo > 0}

Wa g
= maX{|)\u€1 + w1 1 &) < 61,61 < d2 2 }

w1 Au

’UJ‘ZAS

W Wobec tego warunek £; < 7 jest silniejszy niz

Z warunkéw (3.57b,3.57¢) wynika, ze |m1| < d;. Podobnie mozna udowodni¢, ze

mz = max{|f2(§)|:§€B5152}

W1 Ay
= max{|)\sfg —|—w2Ap| : |§2| < (52,62 <0 ! } (358)

w2As

Na podstawie zalozenia (3.57a) mamy 61 > do

&1 < 02 :}'ijf\‘ . Zatem

w2 As

mi1 = max {|/\u51 + wlAp| y 52m + wlAp

Tym razem z uwagi na zalozenie (3.57a) drugi warunek na & jest stabszy niz pierwszy, zatem:
mo = |(52)\S + ngpl.

Z warunku (3.57d) wynika, ze |ms| < da. O
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Z warunkéw (3.57) wynika, ze A, zalezy liniowo od 61, da. Jesli warunki (3.57) sa spelnione dla
pewnych wartosci 01, 62, A, to sa takze spelnione dla adq, adz, oA, gdzie « jest dowolng dodat-
nig liczba rzeczywista. Zatem jesli chcemy, aby trajektoria pozostala blizej stabilizowanej orbity
okresowej to musimy wybra¢ mniejsze A,.

Lemat 3.7 Zaloimy, ze f, A i w sq takie, jak w Lemacie 3.6. Niech € > 0. Jesli

wy # 0, (3.59a)
[Au] < 2, (3.59b)
Jwi 2 Aul(2 = ) (1 = [As]) > fwa Al (M| = 1), (3.59¢)

to istnieje A, oraz otoczenie U zawarte wewngtrz kuli B(0,¢) takie, Ze

fU) cU. (3.60)

Dowé6d: Warunki (3.59a,3.59b) wynikaja z warunku (3.59c¢). Zostaly jednak dodane dla przej-
rzystosci stwierdzenia. Lemat udowodnimy dla przypadku ws # 0. Gdy we = 0, dowdd przebiega
podobnie przy czym nie wykorzystujemy nieréwnosci (3.57d) z Lematu 3.6. Z zalozenia (3.59c¢)
wynika, ze
|wa[As| < (0= sl
[willAul(2 = Aul)  (Aa] = 1)Jw2]

Zatem mozna wybraé 01, do tak, aby 1,02 < £/2 oraz

Al 5 (1 Dl
< =< — 3.61
@ = Tl) ~ 32~ (Pl — D] (3.61)

Poniewaz |Ay| > 1 to 2 —|A,| < 1. Zatem z pierwszej z powyzszych nieréwnosci wynika

|wa|As| Py
lwi|[Au] 02

co jest réwnowazne warunkowi (3.57a). Z nieréwnosci (3.61) wynika, ze

5 [Aul -1 L, [wa s
P Mt e
A —1 1— 1)
YIS S Y
w1 |wa

Zatem mozna dobraé¢ A, spelniajace warunki (3.57b...3.57d). Dla tak wybranego A, warunki
(3.57) z Lematu 3.6 sa spelnione. Zatem f(Bs,s,) C Bs,s,- Wybierajac U = By, s, otrzymujemy
teze lematu. O

Nastepne twierdzenie uogdlnia poprzedni lemat na przypadek dowolnego (niekoniecznie liniowego)
odwzorowania.

Twierdzenie 3.4 Niech P bedzie rézniczkowalnym odwzorowaniem plaszczyzny w siebie zdefinio-
wanym przez (3.1), posiadajgcym punkt staly . Zaldézmy, Ze macierz Jakobianowa odwzorowa-
nia P w punkcie {p posiada stabilng i niestabilng wartosé wiasng. Przeprowadzmy liniowq za-
miane zmiennych tak, aby w nowych wspolrzednych macierz Jakobianowa byla postaci diagonanej
(3.3). Zaldzimy, ze w nowych wspdlrzednych pochodna odwzorowania P po parametrze p jest réwna
w = (wy,w2)T. Jesli

wy # 0, (3.62a)
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Nl < 2, (3.62b)
w1 X (2 = M) (X = [As]) > [wa P |(|Aa] = 1), (3.62c)

to dla kazdego € > 0 istnieje otoczenie U punktu stalego £p zawarte wewngtrz kuli B(Ep,€) oraz
A, takie, Ze

wlA
Dowdd: Nalezy zastosowaé Lemat 3.7 do linearyzacji odwzorowania P. O

3.3.3 Optymalny dobér parametréow.

Jesli idzie o wybor ilodci i polozenia punktéw na orbicie okresowej to wiemy jedynie, ze stero-
wanie przy uzyciu metody dwupolozeniowej w wersji jednopunktowej jest mozliwe o ile wartosgé
bezwzgledna niestabilnej wartosci wlasnej jest mniejsza od 2 (Lemat 3.5). Jedli jest ona wieksza
to musimy zastosowa¢ metode w wersji wielopunktowej, dla ktérej nie dysponujemy zadnymi $ci-
stymi wskazowkami dotyczacymi polozenia punktéow na orbicie okresowej. Podczas eksperymentow
byly stosowane z powodzeniem kryteria takie, jak dla sterowania ciaglego (podzial odwzorowania
P tak, aby wartosci wlasne byly mozliwie mate i aby wektory w; byly réwnolegle do kierunkéw
niestabilnych wektoréw wlasnych odpowiednich macierzy Jakobianowych).

Bardzo istotnym parametrem w przypadku sterowania dwupotozeniowego, ktory nie wystepuje
przy sterowaniu ciagglym, jest wielko$é sygnatu sterujacego A,. Zmniejszenie A, powoduje, ze po
ustabilizowaniu trajektoria pozostaje blizej stabilizowanej orbity okresowej (por6wnaj Lemat 3.4 i
Lemat3.6). Zmniejszenie A, powoduje jednak réwnoczesnie zwickszenie czasu trwania chaotyczne-
go przebiegu przejsciowego. Warto$é A, powinna spelia¢ warunki (3.57) z Lematu 3.6, ale niestety
nie znamy wartosci d, dla ktérej linearyzacja jest poprawna. A, nie moze by¢ zbyt duze ze wzgle-
du na efekty nieliniowe, ani zbyt male poniewaz zmiana w ukltadzie spowodowana przylozeniem
sygnatu sterujacego £A, musi przekroczy¢ poziom szuméw. Wplyw liczby n na dopuszczalne war-
tosci A, jest opisany w podrozdziale 3.5. Generalnie dla wiekszej liczby punktéw n mamy wieksza
swobode w wyborze parametru A,.
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3.4 Sterowanie ukladu Hénona

Przedstawione zostana obecnie wyniki sterowania chaotycznego uktadu dyskretnego, na przykladzie
odwzorowania Hénona opisanego réwnaniem (1.15) z parametrami réwnymi a = 1.4, b = 0.3.
Jako parametr sterujacy wybraliémy parametr a z warto$cia nominalna (poczatkowa) ag = 1.4.
Maksymalna dopuszczalng zmiane parametru a ustalono na dap,ax = 0.02.

)T

Linearyzacja odwzorowania Hénona w otoczeniu (xp,yr)*, ap ma postac:

h((z,9)") = (@r,yr)" + Alx —zp,y —yr)" +w(a —ao), (3.64)

gdzie punkt staty (xp,yr)T, macierz Jakobianowa A oraz wektor w sa okre$lone wzorem (2.17).
Wektor ¢ = (c1,c2)” potrzebny do obliczenia sygnalu sterujacego w przypadku metody OGY
mozna obliczy¢ ze wzoru
c=(ci,c0)t = fifu ~ (1.92374,-0.3)T.
£rw
Stabilizacja punktu statego (zr,yr)’ polega na zmianie w kazdej iteracji parametru a wedtug
wzoru

a=ag+ (x—2p,y—yr)c, (3.65)

o ile obliczona warto$¢ a r6zni si¢ niewiele od warto$ci nominalnej ag, tzn. |a — ag| < damax. W
przypadku gdy wymagana zmiana parametru jest wigksza od wartosci dopuszczalnej to parametr
a jest ustawiany na warto$¢ nominalna. Przy stosowaniu metody minimum odleglosci wektor c
obliczamy w sposob nastepujacy:

WT

c:=— ~ (1.76779,—-1)T.
[IwlI3

>

Parametr sterujacy a podobnie jak poprzednio obliczamy ze wzoru (3.65).
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Rysunek 3.4: Stabilizacja punktu stalego odwzorowania Hénona przy uzyciu: (a) metody OGY,
(b) metody minimum odleglosci

Rezultaty sterowania zostaly przedstawione na Rys. 3.4. W pierwszym przypadku, gdy uzy-
wana byla metoda OGY widzimy, ze do ustabilizowania punktu stalego wystarcza bardzo mala
liczba iteracji (Rys. 3.4a). Idea metody OGY jest wpychanie trajektorii na podrozmaitosé stabil-
ng orbity okresowej. Jedli uda sie to zrobié, to odleglodé trajektorii od orbity okresowej (w tym
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przypadku punktu stalego) powinna w kazdym kolejnym kroku maleé |[\s|~! razy, gdzie \s jest
stabilna wartoscia wlasng orbity okresowej. Teoretycznie trajektoria nie powinna juz nigdy opu-
$ci¢ orbity okresowej, nawet bez przykladania sterowania. W rzeczywistosci jednak niezbedne sa
niewielkie sygnaly sterujace (niewidoczne na rysunku), ktére koryguja niedokladnosci wyznacze-
nia orbity okresowej i jej parametréw, nieuwzglednione w aproksymacji liniowej czlony nieliniowe
odwzorowania oraz bledy obliczeniowe komputera. W przypadku metody minimum odleglosci po
rozpoczeciu sterowania odleglosé trajektorii maleje w kazdej iteracji (poréwnaj rys.3.4b), zgodnie z
zasadg dziatania metody. Widzimy jednak, ze odlegtos¢ ta maleje wolniej niz w przypadku metody
OGY. Latwo sprawdzié, ze nier6wnos$é (3.27) jest spelniona (|l2(A, w)| = 0 < 1), co na podstawie
Twierdzenia 3.1 pociaga za sobg zbiezno$¢ trajektorii do punktu stalego.

(a) (b)
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Rysunek 3.5: Stabilizacja punktu stalego odwzorowania Hénona przy uzyciu metody dwupoloze-
niowej, (a) A, = 0.015, (b) A, = 0.005

Na rys. 3.5 przedstawione zostaly efekty stabilizacji punktu stalego odwzorowania Hénona
przy wykorzystaniu metody dwupolozeniowej. Przy takim rodzaju sterowania nie mozemy osia-
gnaé zbieznosci trajektorii do stabilizowanej orbity okresowej, lecz tylko pozostawanie trajektorii
w poblizu orbity okresowej. W pierwszym z eksperymentéw wybraliémy wielko$¢ sygnatu steruja-
cego jako A, = 0.015, natomiast w drugim A, = 0.005. Mozna zauwazy¢, ze w drugim przypadku
gdy sygnatl sterujacy jest trzykrotnie mniejszy trajektoria po ustabilizowaniu pozostaje blizej sta-
bilizowanego punktu stalego. Jednakze przy mniejszym A, czas trwania przejsciowego przebiegu
chaotycznego jest zwykle dluzszy. W przypadku tych eksperymentéw trajektoria startujaca z tego
samego punktu statego zostala w pierwszym przypadku ustabilizowana po ok. 250, natomiast w
drugim przypadku po ok. 1650 iteracjach.

3.5 Stabilizacja orbit okresowych w obwodzie Chuy

W podrozdziale tym zostanie przedstawione zastosowanie opisanych poprzednio metod sterowania
do stabilizacji orbit okresowych w obwodzie Chuy, o dynamice opisanej réwnaniami (1.16,1.17) z
parametrami (1.18).

Cztery niestabilne orbity okresowe zanurzone w atraktorze sa przedstawione na Rys. 3.6. W
opisie rysunku zostaly uzyte nastepujace oznaczenia dla orbit okresowych: 7, , oznacza orbite
okresowa ktora m razy okraza punkt p4 i n razy punkt p_, gdzie p4 i p— sa punktami stalymi
uktadu odpowiednio w obszarach x > 11z < —1.
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Rysunek 3.6: Przyklady niestabilnych orbit okresowych istniejacych w dziwnym atraktorze typu
double-scroll (a) 71,0, (b) Y22, (¢) ¥3,0, (d) 7v3,9. Cyfry oznaczaja liczbe nawinieé orbity wokél
punktoéw statych p+ and p_

Podczas eksperymentéw réwnanie stanu bylo catkowane numerycznie przy uzyciu metody
Rungego-Kutty czwartego rzedu z krokiem czasowym 7 = 0.1. Otrzymana trajektoria zostala
zapamietana w postaci tréjwymiarowego ciagu probek. Wszystkie parametry potrzebne do ste-
rowania byly obliczane na podstawie danych pochodzacych z symulacji bez znajomosci réwnan
uktadu. We wszystkich eksperymentach uzywalidémy hiperptaszczyzny transwersalne prostopadte
do osi x. Jako parametr sterujacy zostal wybrany wspélczynnik C; rownania stanu.

3.5.1 Stabilizacja krétkiej orbity
Eksperyment 1

W pierwszym eksperymencie stabilizowana byla orbita 1,0, pokazana na Rys. 3.6a, przy uzyciu
metody minimum odleglosci w wersji jednopunktowej. Warto$é nominalna parametru sterujacego
C1 wynosita 1.02. Jako plaszczyzna transwersalna wybrana zostala hiperplaszczyzna x = 0.95,
& < 0. Warunek na pochodna dodany jest w celu wyeliminowania drugiego punktu przeciecia
orbity okresowej z plaszczyzna. Stabilizowana orbita okresowa odpowiada punktowi stalemu £p ~
(0.95, —1.2551, —1.0212)T na plaszczyznie transwersalnej. Obliczona zostata macierz Jakobianowa
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Rysunek 3.7: Zmienna stanu z oraz parametr sterujacy C; podczas stabilizacji orbity i1, przy
r6znych wartosciach nominalnych parametru sterujacego (a) C1 = 1.02, (b) C; = 1.0

A odwzorowania Poincarégo w punkcie stalym, oraz wektor w — pochodna po parametrze C

A — —1.7987 —1.1866 W — 1.3442
S\ —1.3992 —0.9328 /7 "\ 0.0704 /-

Wartosci wlasne macierzy Jakobianowej wynosza A\, = —2.725 1 Ay = —0.00645. Latwo mozna
sprawdzié, ze warunek (3.27) jest spelniony (I2(A, w) = 0.80 < 1), co na podstawie Twierdzenia 3.1
gwarantuje zbieznoé¢ trajektorii do orbity okresowej, o ile trajektoria trafi w odpowiednio male
otoczenie punktu statego na plaszczyznie transwersalnej. Przebieg czasowy zmiennej stanu = oraz
sygnatu sterujacego sa przedstawione na Rys. 3.7a.

Eksperyment 2

W eksperymencie tym zostal zbadany wplyw wartosci nominalnej parametru sterujacego na efekt
dziatania metody. Orbita okresowa 7; 0 byla stabilizowana dla warto$ci nominalnej parametru
sterujacego C7 = 1.0. Macierz Jakobianowa A oraz wektor w obliczone na podstawie ciggu probek

sg réwne
A —2.0621 —1.4824 B 0.9627
“\ —15644 11323 )0V T\ —0.2255 /-
Wartosci wlasne macierzy Jakobianowej sa réwne: A\, = —3.19, Ay = —0.0057. Dzialanie sterowania

zostalo przedstawione na Rys. 3.7. Punkt poczatkowy trajektorii zostal wybrany na stabilizowanej
orbicie okresowej. Mimo to procedura sterowania nie byta w stanie utrzymac trajektorii w malym
otoczeniu orbity okresowej. Trajektoria tylko przez kilka okreséw orbity w pozostawala jej poblizu
— nie udalo sie zatem ustabilizowaé tej orbity okresowej. Warunki (3.21) i (3.27) nie sa spelnione
(lh(A,w) = 2.46, l2(A,w) = —1.85). Poniewaz wartos¢ lz jest na modul znacznie wigksza niz
1, to mozna bylo oczekiwaé, ze metoda nie bedzie dzialala poprawnie. Innym powodem, ktory
utrudnial ustabilizowanie orbity okresowej byla duza niestabilna warto$é¢ wltasna. Taka wartosé
wlasna powoduje silne odpychanie trajektorii od orbity okresowej oraz zwigksza proporcjonalnie
do |A\y| bledy wyznaczonych parametréw oraz blad wyznaczenia punktu przecigcia trajektorii z
plaszczyzna transwersalna.

W eksperymencie tym podano przyktad sytuacji gdy niewielka zmiana warto$ci nominalnej
parametru sterujacego powoduje, ze stabilizacja orbity okresowej nie jest mozliwa.
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Zastosowanie metody OGY do stabilizacji tej orbity okresowej rowniez nie dalo pozytywnego
efektu.

Eksperyment 3

Przeprowadzona zostala analiza mozliwosci stabilizacji orbity okresowej 1 ¢ w zaleznosci od wybo-
ru plaszczyzny transwersalnej. Wyniki zostaly zebrane w Tabeli 3.1. Przebiegi sygnalu sterujacego

Ip. | xo T | Ay l1 lo dziala | uwagi
1]1 — | =255 |19 | —1.34 | TAK | oscylacje
21099 | — | —2.73 | 2.08 | —1.50 | TAK | oscylacje
31095 | — | —2.72 | 1.56 | —0.80 | TAK
4109 — | =241 | 113 | —0.37 | TAK
51 0.6 — | —2.38 | 0.37 | +0.13 | TAK
6|04 — | =235 | 0.32 | +0.22 | TAK
7102 — | —2.03 | 0.15 | —0.15 | TAK
81 0.2 + | —1.56 | 0.50 | —0.50 | NIE
9104 + | —2.55 | 0.22 | 40.19 | TAK
10 | 0.6 + | —2.57 | 0.23 | 40.16 | TAK
111095 | + | —2.59 | 0.24 | +0.14 | TAK
12| 1.2 + | —2.55 | 0.25 | 40.15 | TAK
13|14 + | —2.56 | 0.30 | +0.17 | TAK
14 | 1.8 + | —2.53 | 047 | 4+0.31 | NIE dlugie okresy stabilizacji
15| 2 + | —2.45 | 0.54 | +0.45 | NIE krotsze okresy stabilizacji
16 | 2 — | —2.63 | 0.08 | +0.06 | NIE brak okreséw stabilizacji
17 | 1.6 — | =2.77 | 0.52 | —0.28 | TAK
181 14 — | —2.64 | 092 | —0.49 | TAK
19 | 1.2 — | =245 199 | —1.75 | NIE
20 | 1.1 — | =2.29 | 2.22 | —2.12 | NIE
21 | 1.001 | — | —2.53 | 1.88 | —1.32 | TAK | oscylacje

Tabela 3.1: Stabilizacja orbity 1 o dla réznych ptaszczyzn transwersalnych, z definiuje ptaszczyzne
transwersalng r = xg, w nastepnych kolumnach podane sg kierunek przechodzenia trajektorii przez
plaszczyzne transwersalna, obliczona niestabilna warto$¢ wlasna macierzy Jakobianowej, wielkosci
liczbowe z nieréwnoéci (3.21) 1 (3.27) oraz efekt dziatania metody

i zmiennej stanu y dla czterech najbardziej reprezentatywnych przypadkéw zostaly przedstawione
na Rys. 3.8. Tym razem pokazane sa wartosci zmiennej tylko w momentach przeciecia trajektorii z
plaszczyzna transwersalng, poniewaz w ten sposob lepiej mozna pokazaé wplyw metody sterowania
na trajektorie odwzorowania Poincarégo.

Analizujac wyniki z Tabeli 3.1 mozna zauwazy¢ dosé dobra zgodno$é teorii z praktyka. Twier-
dzenie 3.1 moéwi, ze jesli pozycja lo z tabeli jest mniejsza od 1 co do wartosci bezwzglednej to
stablizacja powinna byz mozliwa. Odstepstwa wystepuja na pozycjach 1, 2, 8, 14..16, 21. Dzialanie
metody w przypadkach 1, 2 1 21 przy niespelnieniu warunku (3.27) mozna wytlumaczyé tym, ze
warunek ten jest warunkiem wystarczajacym dzialania metody. Jesli jest on spelniony to powin-
niSmy obserwowaé zbieznos¢ trajektorii do orbity okresowej. Sygnal sterujacy réwniez powinien
male¢ do zera. W przypadkach 1, 2 i 21 sygnatl sterujacy oscyluje wokél wartodci nominalnej. Sa
to oscylacje okresowe o okresie 2 (poréwnaj Rys. 3.8a). Zmienna stanu y przy przecigciu z plasz-
czyzna Poincarégo przedstawiona na Rys. 3.8a réwniez wykazuje oscylacje o okresie 2. Maja one
amplitude ok. 0.0005 i z tego powodu nie sa widoczne na rysunku. Zatem teza Lematu 3.3 nie jest
spelniona. Jest to przyktad dzialania metody, gdy sygnat sterujacy nie maleje do zera i gdy tra-



88 ROZDZIAEL 3. STEROWANIE UKEADOW CHAOTYCZNYCH

y y
. .‘ 0, T
09" .
b 02k
a4k
a2k ] -04F : g
13- .
. 06F .
adl
15 i
(0 AN U NN NN U S U B n 08 R SRS SRS SN AN S S n
0 1 2 2 4 N @ 0 W 0 10 0,1 2 3 4 S @ 7 W 0 10
104— 2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 104—2 ‘ ‘
| S S S NN N N S N S n N N S B S n
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 8 9 100
(c) (d)
y y
. -1.6f J
3 .
-14- - )
18
15
160 b
a7t
-1.8r ._ : : - . . | 22k R, )
19t : : : : s
2 SRS S S LS RSN NS S LS S n 24 ‘ ; ‘ R ‘ ‘ ‘ S 1n
0 _10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 0 _ 20 40 60 8 100 120 140 160 180 200
G C;
1.04 —— — 1.04 ‘
LOZW HLH‘ 102 e ————
Y N N S U | O SN SO S U B n ) S S S S N SN S S n
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Rysunek 3.8: Stabilizacja orbity 71 ¢ przy réznym wyborze plaszczyzny transwersalnej, (a) poz. 1
w Tabeli 3.1, z = 1.0, £ < 0, (b) poz. 5, x = 0.9, & < 0, (¢) poz. 14, x = 1.8 & > 0, (d) poz. 18,
x=14,12<0.

jektoria nie jest zbiezna do orbity okresowej, lecz tylko pozostaje w malym jej otoczeniu. Sytuacja
taka jest mozliwa tylko przy obecnosci skladnikéw nieliniowych w odwzorowaniu Poincarégo lub
gdy obliczone parametry orbity okresowej uzyte do sterowania sa obarczone btedami.

W przykladach 3..7 i 9..13 warunek wystarczajacy |l2| < 1 jest spelniony i metoda dziala
poprawnie. Przyktad zostal przedstawiony na Rys. 3.8b.

W przyktadach 8 oraz 14..16 warunek wystarczajacy jest spelniony jednak metoda nie dziata.
Plaszczyzny transwersalne w tych przyktadach sg wybrane blisko ostrego zakretu orbity okresowej
i sa przecinane przez orbite okresowa pod malym katem. W optymalnym przypadku trajektoria
powinna przecinaé plaszczyzne transwersalng pod katem prostym. Jesli kat ten jest maly to efekty
nieliniowe maja silniejszy wplyw i w efekcie parametry orbity nie moga by¢ wyznaczone doklad-
nie. W takim przypadku nie mozna stosowaé Twierdzenia 3.1, poniewaz prawdziwa aproksymacja
liniowa odwzorowania Poincarégo nie jest znana. Jeden z przykladow zostal przedstawiony na
Rys. 3.8c. Mozna zauwazy¢, ze metoda sterowania jest w stanie utrzymaé trajektorie w poblizu
orbity okresowej przez pewien czas. Jednak w tym celu sygnal sterujacy musi by¢ zwiekszany, az
wreszcie opusci dopuszczalny zakres zmian parametru sterujacego i trajektoria ucieka z otoczenia
orbity okresowe;j.
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W przyktadach 17 i 18 warunki wystarczajace sa spelnione i metoda dziala poprawnie. Wartosé
l2 jest mniejsza od zera i stosunkowo duza, co prowadzi do powolnego oscylacyjnego zmniejszania
sygnalu sterujacego. Przyklad 18 zostal przedstawiony na Rys. 3.8d.

W przykltadach 19 i 20 warunki wystarczajace nie sa spelnione i metoda nie dziata.

3.5.2 Sterowanie dluzszych orbit okresowych

Jak wspomnieliSmy poprzednio zmiana parametru uktadu raz w czasie okresu orbity moze by¢
niewystarczajaca z powodu silnego dzialania odpychajacego wzdluz niestabilnej podrozmaitosci.
Dla dtuzszych orbit okresowych zwykle niestabilna warto$é wtasna jest duza i musimy czeéciej niz
raz na okres zmienia¢ parametr w celu osiagniecia pozadanego zachowania uktadu.

Eksperyment 4

Na Rys. 3.9a przedstawiony jest przyktad stabilizacji orbity okresowej vz 2. Do stabilizacji orbity
uzywaliSmy metody minimum odlegtosci w wersji dwupunktowej. Punkty £, , £, zostaly wybrane
na przecieciu orbity okresowej z hiperplaszczyzna © = 1, @ < 0: £p, = (1,—1.5586, —1.1343)7,
¢r, = (1,—1.1166, —0.7968)T. Punkty te nie dziela orbity okresowej na réwne czeéci, ale to nie
jest konieczne, aby metoda dzialala poprawnie. Macierze Jakobianowe uogélnionych odwzorowan
Poincarégo w punktach &p,, £r, oraz pochodne po parametrze C sa réwne odpowiednio

A, _ [ 55923 3.4009 [ —2.6235
1=\ 41394 25100 )"V T\ —26782 )¢

A, _  —0-0919 0.8605 (27223
2=\ _0.0741 06499 )'V2 7\ 09775 /-

W tym przykladzie macierz Jakobianowa A; ma wartoéci wlasne: A, = 8.1, Ay = —0.0051, nato-
miast macierz Jakobianowa A, nie posiada kierunku niestabilnego. Jej wartosci wlasne sa rowne:
A1 = 0.55, Ay = 0.0074. Zatem zastosowanie oryginalnej metody OGY nie jest mozliwe.

Widaé, ze plaszczyzny transwersalne nie sa dobrane optymalnie. Pierwsze odwzorowanie Po-
incarégo silnie odpycha trajektorie od orbity 22 (A, = 8.1) zas drugie odwzorowanie przycia-
ga trajektorie we wszystkich kierunkach. Mimo to metoda minimum odleglosci dziala popraw-
nie. Zalozenia z czedci pierwszej i drugiej Twierdzenia 3.2 sa spelnione: [1(A1, wy, Ag, wa) =
0.27 < 1, |la(A1, w1, A2, w2)| = 0.066 < 1. Obliczone zostaly réwniez wartodci Iy i ly przy in-
nym wyborze kolejnosci uogdlnionych odwzorowan Poincarégo: 11(Aq, wo, A1, wy) = 0.32 < 1,
[l2(Ag, wa, A1, w1)| = 0.066 < 1. Zgodnie ze spostrzezeniami zawartymi w Uwadze 3.1 wartosé lo
nie zalezy od wyboru kolejnosci natomiast wartosci I sg rézne. Zalozenia trzeciej czeéci Twier-
dzenia 3.2 nie sa spelnione: I;(A1,w1) = 1.66 > 1, [1(Ag, wa) = 0.10 < 1, czyli zmniejszanie
odleglosci trajektorii od orbity okresowej przy kolejnych przecieciach z plaszczyznami transwersal-
nymi nie jest zagwarantowane. Na podstawie czesci pierwszej Twierdzenia 3.2 metoda spowoduje
zmniejszanie odlegloéci trajektorii pelnego odwzorowania Poincarégo od punktu stalego w poste-
pie geometrycznym. W praktyce jednak metoda catkowania wnosi pewne bledy. Dodatkowe bledy
metody wynikaja z niedokladnie obliczonych parametréw orbity okresowej (sa one wyznaczane
bez znajomosci réwnan uktadu, na podstawie zapamietanego ciagu prébek). Z tego powodu w
rzeczywistosci nie obserwujemy zbieznoéci trajektorii do orbity okresowej, lecz tylko pozostawanie
trajektorii w pewnym jej otoczeniu.
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Rysunek 3.9: Stabilizacja orbity okresowej 2 o przy uzyciu metody minimum odleglosci, n = 2,
plaszczyzny transwersalne: (a) dwukrotna: x = 1 & < 0, (b) jednokrotne: z =1 & < 0, x = —1
>0, (c) jednokrotne: x =04& < 0,2 =0z >0

Eksperyment 5

W eksperymencie tym testowany byt wpltyw doboru punktéw na orbicie okresowej, w ktérych przy-
ktadany jest sygnatl sterujacy, na efektywno$é sterowania. Poniewaz 73 o jest orbita symetryczna to
wybér dwéch punktéw potozonych symetrycznie wzgledem poczatku uktadu powoduje, ze macierze
Jakobianowe maja rowne wartosci wlasne. Wydaje sie, ze powinno to zatem prowadzi¢ do bardziej
réwnomiernego rozkladu odwzorowania Poincarégo i lepszego dzialania metody sterowania. W
przypadku wyboru jednego punktu na plaszczyzZnie x = 1, drugiego za$ na plaszczyznie x = —1,
symetrycznie wzgledem poczatku ukladu macierze Jakobianowe mialy niestabilne wartosci wtasne
Au = 2.23. Zatem podzial na uogdlnione odwzorowania Poincarégo ze wzgledu na wartoéci wlasne
jest niewatpliwie korzystniejszy niz w pierwszym przyktadzie. Jednakze w tym przypadku nie uda-
to sie ustabilizowaé orbity okresowej v22. Powodem tego jest niekorzystne usytuowanie wektoréow
w1, w2 powodujace, ze warunki z Twierdzenia 3.2 nie sa spelnione (I1(A1, w1, Aa, wy) = 3.83 > 1,
la(A1, w1, Az, wa) = 3.81 > 1). Dzialanie metody zastosowanej do trajektorii startujacej z orbity
okresowej zostalo przedstawione na Rys. 3.9b. Trajektoria po krétkim czasie opuszcza male jej
otoczenie.

W kolejnym przypadku, gdy punkty &F, , £r, leza na plaszczyznie x = 0, symetrycznie wzgledem
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poczatku ukladu, zalozenia z czesci pierwszej i drugiej Twierdzenia 3.2 sa spelnione (11 (A1, w1, Az, wa) =
0.059 < 1, l2(A1, w1, Ag, wy) = 0.033 < 1). Przebieg procesu stabilizacji zostal przedstawiony na

Rys. 3.9¢. Taki dob6r punktdéw na orbicie okresowej jest lepszy niz w przykladzie pierwszym (punkty

na plaszczyZnie z = 1). Bledy w wyznaczeniu parametréw sterowania oraz obecno$é szuméw maja
mniejszy wplyw na dzialanie metody oraz Sredni czas trwania przebiegu chaotycznego przed usta-
bilizowaniem orbity okresowej jest krétszy. W tym przypadku w przeciwienstwie do przykladu (a)
zalozenia czesci trzeciej Twierdzenia 3.2 sa spelnione: I1 (A1, wq) = 0.35 < 1,11 (A2, wq) = 0.26 < 1

i trajektoria przy kolejnych przecieciach z plaszczyznami transwersalnymi powinna zblizaé¢ sie do
orbity okresowej.

Na podstawie tego eksperymentu mozna wywnioskowaé, ze podzial odwzorowania Poincarégo
w ten sposéb aby zminimalizowaé¢ warto$ci wlasne macierzy Jakobianowej nie jest najistotniejszy.
Wazniejsze jest, aby tak dobraé¢ punkty na orbicie okresowej, aby zalozenia Twierdzenia 3.2 byly
spelnione. Jesli spelnienie tych warunkéw jest zagwarantowane, to korzystniejszy jest taki dobor
punktéw, aby macierze Jakobianowe mialy mozliwie male warto$ci wlasne. Spelnianie silniejszego
zalozenia (3.41) sprawia, ze szanse na poprawne dzialanie metody w obecnosci szuméw w ukladzie
jest wieksze. Lepiej jest réwniez, aby warunki konieczne byly spelnione z pewnym zapasem, tzn.
aby wielkos$ci [ i I3 byly silnie mniejsze od 1.

Eksperyment 6

Kolejny eksperyment dotyczyt sprawdzenia mozliwosci stabilizacji dtuzszej orbity okresowej meto-
da jednopunktowa. Do stabilizacji zostala wybrana orbita s 2. Najpierw wybrany zostat punkt na

(a) (b)

X X
2 2r
1 1
of 0
-1 1 -1ﬂ
-2 4 -2,
0 ClOO 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 ZOOOCZlOO 2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000
1 1
1.02 T 1.02 T
! [ U 1
_U t t

0.98

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

%8 ; : : . . : . : .
O%00 2100 2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000

Rysunek 3.10: Stabilizacja orbity okresowej 2 2 przy uzyciu metody minimum odlegtosci, n =1

orbicie okresowej &% = (1, —1.5586, —1.1343)7, nalezacy do plaszczyzny x = 1. Macierz Jakobia-
nowa oraz wektor w obliczone z ciagu prébek wynosza

A [ 30075 18291 [ 05870
“\ 22445 13582 )W T\ —06224 |-

Dla tych wartoéci A, w warunki (3.21) i (3.27) nie sg spetnione (I1(A,w) =4.36 > 1, [5(A,w) =
4.26 > 1). Dla tak wybranego punktu £ nie udalo si¢ ustabilizowaé orbity okresowej. Sterowanie
trajektorii startujacej z orbity okresowej zostato przedstawione na Rys. 3.10a.

Nastepnie wybrany zostal punkt ¢ = (0,0.4385, —0.7111)7 lezacy na przecieciu orbity okreso-
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wej z plaszczyzng x = 0. Tym razem obliczona macierz Jakobianowa i wektor w sa réwne

A= 1.6104 0.6245 ([ —12.925
“\ 27455 1.0023 )V T\ —25.282 /-

Warunki (3.20) i (3.26) sa spelnione (I1(A,w) = 0.21 < 1, l2(A,w) = 0.12 < 1). Efekt sterowa-
nia jest przedstawiony na Rys. 3.10b. Wida¢, ze trajektoria po przejéciowym okresie zachowania
chaotycznego pozostaje w otoczeniu stabilizowanej orbity okresowe;j.

Interesujace jest poréwnanie niestabilnych wartosci wlasnych macierzy Jakobianowych dla po-
wyzszych dwoch przypadkéw. W pierwszym przypadku jest ona réwna A\, = 4.3, w drugim
Ay = 2.65. Réznica bierze sie z bledéw wprowadzonych przez calkowanie numeryczne z do$é¢ duzym
krokiem czasowym (7 = 0.1). Trajektorie startujace z otoczenia punktu £% sa najpierw odpychane
od trajektorii a nastepnie przyciagane do niej. Powoduje to, ze punkty z malego otoczenia punktu
&5 pod dzialaniem pola wektorowego oddalaja si¢ dosé¢ daleko od orbity okresowej. W wigkszej od-
leglodci od orbity okresowej istotne sa czynniki nieliniowe, ktére powoduja, ze macierz Jakobianowa
nie jest obliczona dokladnie (w szczegdélnosci obliczona niestabilna warto$é wlasna jest znacznie
wieksza od wartosci rzeczywistej). Odwrotna sytuacja ma miejsce w drugim przypadku. Punkty
startujace z malego otoczenia punktu &% nie opuszczaja malego otoczenia orbity okresowej (naj-
pierw trajektorie sa przyciagane do orbity okresowej a p6Zniej odpychane) i zaburzenie macierzy
Jakobianowej przez czynniki nieliniowe ma duzo mniejsze znaczenie.

Podobna argumentacja moze zostaé zastosowana do wyjasnienia dlaczego skuteczna stabiliza-
cja orbity okresowej w pierwszym przypadku jest trudniejsza niz w drugim. Przypusémy, ze w obu
przypadkach sterowanie jest przyktadane w momencie, gdy odlegto$¢ punktu przeciecia trajektorii
z plaszczyzna transwersalng i punktu stalego odwzorowania Poincarégo jest mniejsza niz §. W
przypadku, gdy trajektorie sa najpierw odpychane od orbity okresowej a potem przyciagane do
niej (lub gdy najpierw odpychanie jest silniejsze a potem stabsze) trajektorie moga oddalié si¢ na
wigksza odleglos$é od orbity okresowej niz w przypadku przeciwnym (gdy najpierw jest przyciaga-
nie a potem odpychanie lub gdy najpierw odpychanie jest slabsze a potem silniejsze). Zatem w
pierwszym przypadku trajektorie po przylozeniu sterowania odwiedzaja dalsze rejony, gdzie nabie-
raja wiekszego znaczenia cztony nieliniowe. Poniewaz warunek na wielko$¢ sygnatu sterujacego jest
wyprowadzony przy zalozeniu obowiazywania liniowej aproksymacji odwzorowania Poincarégo, to
przylozenie sygnatu sterujacego przy obecnosci niepomijalnych sktadnikéw nieliniowych nie prowa-
dzi do osiagniecia zadanego efektu (w przypadku metody minimum odleglo$ci zminimalizowania
odleglosci od orbity okresowej). Drugim powodem utrudnionej stabilizacji w pierwszym przypadku
sa opisane powyzej wicksze bledy wyznaczenia parametréw orbity okresowe;.

Konkluzja z tych rozwazan moze by¢ stwierdzenie, ze w przypadku nieréwnomiernego dzialania
pola wektorowego na trajektorie w otoczeniu orbity okresowej korzystniejszy jast taki wybor ptasz-
czyzny transwersalnej, aby trajektorie byly najpierw przyciagane do orbity okresowej a nastepnie
odpychane od niej (lub najpierw odpychane stabiej a nastepnie mocniej), a nie odwrotnie.

Eksperyment 7

Przeprowadzono réwniez prébe stabilizacji orbity 7s.0. Sterowanie byto mozliwe przy uzyciu wersji
czteropunktowej metody minimum odlegloéci. Dwa punkty zostaly wybrane na plaszczyznie x =
1, i dwa na plaszezyznie x = 0: &p, = (1,-1.529,—1.11)%, ¢, = (0,0.486, —0.621)7, &g, =
(0,-0.047,0.327)T &k, = (1,—1.067, —0.761)T. Macierze Jakobianowe maja wigksze co do wartosci
bezwzglednej wartosci wlasne réwne odpowiednio: A1 = 2.66, Ao = 7.09, A3 = 5.17, A\, = 0.65.

Zalozenia wszystkich cze$ci Twierdzenia 3.2 sa spelnione: 11(A1, wy,...,wy) = 0.0085 < 1,
lg(Al,Wl,...,W4) = 0.0065 < 1, ll(Al,Wl) =085 < 1, ll(Ag,Wg) =053 < 1, ll(Ag,Wg) =
0.67 < 1, l; (A4, wy4) = 0.37 < 1. Dzialanie metody sterowania zostalo przedstawione na Rys. 3.11.
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Rysunek 3.11: Stabilizacja orbity okresowej vs3,0 przy uzyciu metody minimum odleglosci, n = 4

Eksperyment 8

Na Rys. 3.12 przedstawiono zastosowanie metody do stabilizacji szczegdlnie dtugiej orbity okreso-
wej. Do ustabilizowania orbity 73 9 z dwunastoma nawinigciami wokét punktéw p4 i p— zastoso-
wana zostala metoda minimum odleglosci w wersji 10-punktowe;.
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Rysunek 3.12: Stabilizacja orbity okresowej 739 przy uzyciu metody minimum odleglosci, n = 10

Punkty £p, zostaly wybrane na przecieciu orbity okresowej kolejno z plaszczyznami: z = 1,
r=-02,z=-15zr=-02, 2 =—-15, 2 = —-15, 2 = -02, 2 = —-15,z = —1.5, z = 1.
Wieksze co do wartosci bezwzglednej wartosci wlasne macierzy Jakobianowych sa réwne: \; = 2.64,
Ao = 2.76, A3 = 5.36, \y = —1.09, A5 = 1.44, \g = —21.6, \y = —0.87, A\g = 1.46, Ag = —6.48,
A0 = 0.57.

Zalozenia czesci trzeciej Twierdzenia 3.2 sa spelnione dla 8 uogdlnionych odwzorowan Poin-
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carégo, natomiast zalozenia czesci pierwszej i drugiej sa spelnione z bardzo duzym zapasem:
ll(Al,Wl, ceey A10W10) =15 10_12 < 1, l2(_A1,W17 ey A10W10) =1- 10_12 < 1.

Oznacza to, ze juz praktycznie po pierwszej iteracji pelnego odwzorowania Poincarégo trajektoria
trafi z bardzo dobra doktadno$cia w orbite okresowa. Bliskie zera wartosci [1 i ls wynikaja z idei
metody. Macierze (I — u;ul’) w réwnaniu (3.33) sa rzutowaniami. Dziatanie metody na pelne od-
wzorowanie Poincarégo odpowiada zlozeniu n rzutowan naprzemian z odwzorowaniami liniowymi
A;. W przypadku duzego n efektem tego bedzie najczedciej macierz o elementach bliskich zeru.
Stabilizacja dlugiej orbity jest stosunkowo prosta jeszcze z tego powodu, ze zwykle czas trwania
przebiegu chaotycznego przed ustabilizowaniem orbity okresowej jest krotszy. Wynika to stad, ze
dhuga orbita okresowa lepiej wypelnia atraktor i chaotyczna trajektoria ma wieksze szanse wpasé
w male otoczenie dlugiej orbity, co umozliwi rozpoczecie stabilizacji.

3.5.3 Sterowanie dwupolozeniowe

W tym podrozdziale przedstawione sa wyniki zastosowania metody dwupotozeniowej. Na Rys. 3.13a—
c przedstawiono stabilizacje orbity okresowej 1,0 dla n = 10, 6 i 4. Dla kazdej wartosci n prébowa-
lismy wybraé n punktéw na orbicie okresowej tak, aby maksymalna warto$¢ wlasna macierzy A ;
byla mozliwie najmniejsza. Testowany byl rowniez wplyw wartoéci sygnatu sterujacego na dziata-
nie metody. ZauwazyliSmy, ze przy mniejszej liczbie punktow n jest mniejsza dowolnos¢ w wyborze
wartoéci A,. Wartosci A, dla ktérych ustabilizowano orbite ;o sa zebrane w Tabeli 3.2.

Ap
0.0008..0.10
0.0008..0.08
0.0018..0.06
0.0020..0.03

—_

N W k|| o3

Tabela 3.2: Zestawienie dla réznych n wartodci A, przy ktérych stabilizacja orbity ;o zakoniczyta
sie sukcesem

Dla n = 2 stabilizacji nie udalo sie osiagnaé¢ (poréwnaj Rys. 3.13d). Najdluzsze fragmenty okre-
sowe uzyskane zostaly dla A, = 0.0024. Powstaje pytanie dlaczego sterowanie z dwoma punktami
nie zostalo zakonczone sukcesem. Ta orbita okresowa posiada niestabilng warto$¢ wlasna réwna
Ay = —2.55. Zatem wydaje sig, ze dla n = 2 stabilizacja powinna by¢ mozliwa. Wybralismy dwa
punkty na orbicie lezace na plaszczyznie x = 1. Wspotezynniki aproksymacji liniowej odpowiednich
odwzorowan Poincarégo sg roéwne:

J N pYi w’ w)
1.53 | —0.44 | —0.13 | 1.28
2| —1.54 0.02 0.76 | 2.58

—_

Wektory w; sa wyznaczone we wspolrzednych zadanych wektorami wlasnymi macierzy A ;.
Widaé, ze w; sa niekorzystnie potozone (powinny byé¢ one réwnolegle do niestabilnego wektora
wlasnego, czyli powinny mieé pierwsza wspélrzedna silnie wieksza od drugiej).

Interesujace sa niestabilne warto$ci wlasne macierzy A; dla n = 3. W przypadku gdy punkty
&r, na orbicie okresowej sa polozone na plaszezyznach transwersalnych (z = 1, & < 0), (x = 0.4,
# < 0), (z = 1.8, & > 0) to odpowiednie wartoéci wlasne sa réwne: A\l = 2.76, \2 = 1.04,
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A3 = —1.16. Te wartosci wlasne sa dalekie od optymalnego przypadku, gdy wszystkie niestabilne
wartosci wlasne sg rowne i mniejsze od dwoch co do wartoéci bezwzglednej. Dla tak dobranych
punktéw udalo sie ustabilizowaé orbite okresowa. W kolejnym eksperymencie wybraliémy 3 punkty
tak, aby wszystkie wartoéci wlasne spetnialy warunek |[M\ | < 1.8. Wtedy jednak stabilizacja byta
niemozliwa. Powodem byto prawdopodobnie polozenie wektoréw w;, ktére w drugim przypadku
byto niekorzystne.

Generalnie, aby sprawdzi¢ czy dla konkretnego n stabilizacja jest mozliwa nalezy przetestowad
wiele potozen puntéw &p, 1 wartodci Ap.

(a) (b)
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Rysunek 3.13: Stabilizacja orbity 71 o, sterowanie dwupolozeniowe, (a) n = 10 (b) n
(d) n = 2 - nieudana préba

W ostatnim eksperymencie sprawdzaliSmy mozliwosé zastosowania metody dwupolozeniowej
do stabilizacji dluzszej orbity, na przykladzie orbity 72 2. Do sterowania uzyliSmy algorytmu 10-
punktowego. Na Rys. 3.14 wida¢, ze metoda dziala poprawnie. Mozliwe jest zatem stabilizowanie
dtuzszych orbit okresowych ale nalezy dobraé¢ wigksze n aby sterowanie bylo zakonczone sukcesem.

3.6 Sterowanie sieci komoérkowej

Obecnie sprawdzimy mozliwo$¢ zastosowania opisanych metod sterowania do stabilizacji orbit okre-
sowych w sieci komérkowej opisanej réwnaniem (1.24). Podczas symulacji stwierdziliémy, ze w tym
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Rysunek 3.14: Stabilizacja orbity okresowej 72 2, sterowanie dwupolozeniowe, n = 10

przypadku ustabilizowanie orbity okresowej jest niezwykle trudne do osiagniecia. Sprébujemy od-
powiedzieé¢ na pytanie o przyczyny tego zjawiska. Aby uniknaé¢ mozliwosci stabilizacji nieistniejacej
orbity sprawdziliSmy w sposob Scisty jej istnienie. Macierz Jakobianowa tej orbity zostata obliczo-
na analitycznie. Znaleziony zostal rozmiar otoczenia orbity okresowej, w ktorym mozna stosowaé
liniowa aproksymacje zachowania ukladu. Pokazemy, ze wielko$é tego otoczenia jest bardzo ma-
ta. Na koniec podamy przyczyny, dla ktorych zastosowanie opisanych metod sterowania moze by¢
trudne.

Do sterowania wybraliSmy jednopunktowa metode OGY.

Podzielmy przestrzen stanéw na 27 obszaréw ;5 (¢,7,k € {—1,0,+1}), zdefiniowanych przez:
Qijk A {x=(z,y,2)" 0 € Aj,y € Aj, 2 € Ay},

gdzie A_4 & (—o0,-1), Ag & [-1,4+1], A1 & (+1,00). W kazdym z tych obszaréw uklad (1.24)

jest liniowy, zatem mozna wyznaczy¢ analitycznie rozwiazania uktadu w kazdym z nich. Oznaczmy
i

N
e; g (0,..., 1 ,...,0) e R*dlai=1,2,..., n. Oznaczmy plaszczyzny bedace brzegami obszaréw
Qi1 przez Hzi & {x € R%:elx = +1}. W obszarze Q;;; réwnanie stanu moze by¢ zapisane jako

X = Aijkx + Vijk-

Jedli macierz A;;r jest odwracalna to powyzsze réwnanie mozna przeksztalcic do postaci: x =
Ak (x — pijk), gdzie pijr = A;jivijk. W tym przypadku rozwiazanie uktadu ma postaé

x(t) = e (x(0) — pijk) + Pijk-

Nie wszystkie macierze A;;; sa odwracalne. Przykladowo w obszarze (2110 cz¢$¢ liniowa réwnania
stanu jest macierza nieodwracalna réwna

-1 0 —s
A110 = 0 -1 -—r
0 0 0

Podobna sytuacja ma miejsce dla wszystkich tréjek (4, j, k) takich, ze i,j # 0 oraz k = 0. W tym
przypadku réwniez mozna znalezé rozwigzanie uktadu. Jesli

-1 0 ais (%1
X=Ax+v= 0 —1 ao3 X + Vo (366)
0 0 0 vs
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jest rownaniem stanu, to rozwigzania uktadu maja postaé
x(t) = by + B1x(0) + bat + bze™" + Byx(0)e ™, (3.67)

gdzie by = (v1 — a13v3, v2 — az3v3,0)7, By = A+1, by = (a13v3, assvs, v3)T, by = —bg, By = —A.

3.6.1 Orbita o okresie 1

Podczas symulacji komputerowych znaleziona zostala orbita okresowa przecinajaca granice obsza-
réw ;51 sze$¢ razy. Oznaczmy przez Xi, Xa,. .., X¢ kolejne punkty przeciecia tej orbity z plaszczy-
znami H f Poniewaz znane sa rozwiazania uktadu w poszczegdlnych obszarach to mozemy zapisac¢
analityczne warunki na punkt staly odwzorowania Poincarégo.

Xiv1 = Jfi(xi,ti) L eAits (xi —pi) +pi dlai=1,...,4,
X6 = f5(X5, t5) d:f bo =+ B1X5 —+ b2t5 + b3€7t5 + ]34X5€7t57 (368&)
df  Ante
x1 = fo(xe,t6) = €™ (x6 — Ps) + Do,
x1 € H{ ,xo € H{ ,x3 € Hy ,x4 € Hy ;x5 € H} ,x¢ € H; , (3.68b)
folzp,t) € | int Qi V€ (0,8,),p € {1,...,6}. (3.68¢)
ijk

Warunki (3.68b) i (3.68¢) sa nazywane odpowiednio warunkami brzegowymi i otwartymi. Warunki
brzegowe stwierdzaja, ze punkty x; naleza do brzegéw obszaréw liniowych, natomiast warunki
otwarte stwierdzaja, ze zaden inny punkt orbity nie nalezy do nich.

Rozwazmy odwzorowanie Poincarégo P = Py, z plaszczyzna transwersalna ¥ = H; . Na pod-
stawie uktadu (3.68) zostalo znalezione w sposéb numeryczny polozenie punktu statego odwzoro-
wania Poincarégo:

x;1 = (1,0.973426, —0.381316)". (3.69)

Istnienie tego punktu stalego zostalo rowniez udowodnione w sposéb Scisty za pomoca metody
opisanej w rozdziale 2.

3.6.2 Obliczenie macierzy Jakobianowej punktu stalego

Nastepnym krokiem w procedurze sterowania jest obliczenie macierzy Jakobianowej stabilizowanej
orbity okresowej. Rozwazana orbita okresowa przecina ptaszczyzny H zi szes¢ razy. Jest zatem na-
turalnym rozlozenie odwzorowania Poincarégo Py na sze$¢ uogélnionych odwzorowan Poincarégo,
obliczenie ich macierzy Jakobianowych, a nastepnie pomnozenie ich w celu uzyskania macierzy
Jakobianowej pelnego odwzorowania Poincarégo. WyprowadZzmy najpierw wzor na macierz Jako-
bianowa odwzorowania sktadowego w przypadku, gdy macierz A;;; jest odwracalna.

Lemat 3.8 Jedli trajektoria wychodzqca z punktu Xo osigga punkt yo po czasie tg, X1 = {x :

el'x = e]TXO}, Yo = {x:el'x =el'yo} sq hiperplaszczyznami transwersalnymi do trajektorii oraz

J
rozwigzanie ukladu jest dane przez x(t) = eA(x(0) — p) +Pp to macierz Jakobianowa uogélnionego

odwzorowania Poincarégo Py, x, w punkcie xq jest ij-tym minorem macierzy

A‘(yo — p)e;r eAto

T TAG D) (3.70)
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Dowéd: Idea dowodu zostala zaczerpnigta z pracy [44]. Zdefiniujmy F(x,t) = el (eA(x — p) +
p) — el'yo. Jest oczywiste, ze

F(xo,t0) = ] (e*"(xg — p) + p) — el yo = el yo — elyo =0, (3.71)
aF T Atg T
E(XO, to) = e; Ae™(xg —P) =e; A(yo —P) #0. (3.72)

Na podstawie twierdzenia o funkcjach uwiklanych istnieje otoczenie U punktu xg i funkcja t: U >
x — t(x) € R taka, ze dla kazdego x € U zachodzi F(x,t(x)) = 0 oraz t(xq) = to.

Dit(xg) = — [%—Ft‘(xo,to)] ) g—]i(xo,to) = —[el A(yo — p)]*leiTeAtO. (3.73)

Zdefiniujmy f(x) = eA*™)(x — p) + p. Oznaczmy przez Df(xq) pochodna odwzorowania f w
punkcie xg. W celu jej obliczenia roztézmy odwzorowanie f w nastepujacy sposéb: f(x) = (hog)(x),
gdzie g(x) = (x,t(x)), h(x,y) = ¢4 (x — p) + p. Pochodne odwzorowan g i h sa réwne: Dg(x) =
(I, Dt(x))T i Dh(x,y) = (eAY, AeAY (x — p)).

Df(xo) = Dh(xo,t(x0))  Dy(xo) = (eA*0), AeA¥*0)(xy — p)) - (I, Di(x0))"
= MO AeA0)(xy — p)Di(xo)
A — Ayo — p)lel A(yo — p)] el A
Alyo—plel ] aw

T aT
e; A(yo —p)
Df(xo) jest macierza Jakobianowa tréjwymiarowej funkcji f = (f1, f2, f3) trzech zmiennych
x,y, 2. Z konstrukcji f wynika, ze f* = 0, co odpowiada zerowemu i-temu wierszowi macierzy

D f(xp). Poniewaz odwzorowanie f jest zdefiniowane na plaszczy’nie {x : eJTx = const} to jest

oczywiste, ze musimy usunad -ty wiersz i j-ta kolumne z macierzy D f(xg) aby otrzymaé macierz
Jakobianowsa uogélnionego odwzorowania Poincarégo. O

W przypadku gdy macierz A nie jest odwracalna i rozwiazanie uktadu jest postaci (3.67) macierz
Jakobianowa uogélnionego odwzorowania Poincarégo jest ij-tym minorem macierzy

(bg - bge_t0 - B4X06_t0)eT

i —t
el'(by — bge—to — Byxge~t) (B1+Base™™). (3.74)

Df(xo) = |1

Dowod przebiega podobnie jak w przypadku macierzy odwracalne;j.

Mozemy teraz obliczy¢ macierz Jakobianowsa pelnego odwzorowania Poincarégo

J =D fs(x6)12 - D f5(x5)23 - D fa(x4)32 - D f3(x3)23 - D fa(x2)31 - D f1(x1)11,

gdzie D f(x);; oznacza ij-ty minor macierzy D f(x).

Ten sam wynik mozna otrzymacé najpierw mnozac macierze D f; w tej samej kolejnoéci a potem
usuwajac pierwsza kolumne i pierwszy wiersz.

Uzywajac aproksymacji punktu stalego (3.69) obliczyliSmy macierz Jakobianowa punktu stalego
odwzorowania Poincarégo

(3.75)

I~ —5.7767 2.3839
~\ —6.7152 2.7238 |-

Jej wartosci wlasne sg réwne: A\g =~ —0.0924, A\, ~ —2.9604.



3.6. STEROWANIE SIECI KOMORKOWE.J 99

3.6.3 Ciaglos¢ odwzorowania Poincarégo
W poprzednim podrozdziale obliczone zostalo potozenie orbity okresowej i jej macierz Jakobianowa.
Obliczenia wykonano bez calkowania numerycznego i uzyskano bardzo dokladne wyniki. Obliczo-

ne wartosci zgadzaja si¢ dos¢ dobrze z wartoSciami wyznaczonymi na podstawie ciggu prébek,
otrzymanych przy uzyciu caltkowania numerycznego.
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Rysunek 3.15: Obrazy okregéw o $érodku w punkcie stalym przez odwzorowanie Poincarégo

Aby przeanalizowaé wplyw istnienia szuméw na efektywnosé dziatania metody sterowania do-
daliSmy 4,, do ciagu prébek, gdzie ¢ jest mala liczba okreslajaca poziom szuméw za$ J, jest
tréjwymiarowa zmienng losowa d,, € [—1,1]® o rozktadzie jednostajnym.

Dla £ = 0.0005 metoda sterowania dziatata poprawnie, ale juz dla € = 0.001 nie byliémy w
stanie ustabilizowaé¢ orbity okresowej. Podobny efekt uzyskaliémy przy zmianie kroku catkowa-
nia, gdy uzywaliSmy metody Rungego-Kutty zamiast dokladnych rozwiazan. Dla kroku catkowa-
nia 7 = 0.005 metoda sterowania dzialata bez zarzutu, natomiast dla 7 = 0.01 sterowanie byto
nieudane. Wigkszy krok catkowania odpowiada wigkszym btedom przy obliczaniu odwzorowania
Poincarégo. Na Rys. 3.15 przedstawione zostaly okregi o érodku w punkcie stalym i ich obrazy
przez odwzorowanie Poincarégo. Tylko te punkty z okregéw sa zaczernione, ktére wracaja w ma-
te otoczenie punktu statego przy pierwszej iteracji odwzorowania Poincarégo. Istnienie ciaglego
odwzorowania Poincarégo jest zapewnione tylko lokalnie. Przerwane okregi (Fig. 3.15) oznaczaja
nieciaglos$¢ tego odwzorowania w malym otoczeniu punktu statego.

Zaobserwowalismy, ze niektore trajektorie startujace z punktéw bliskich punktowi stalemu prze-
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cinaja hiperptaszczyzne H; i wchodza w druga czesé atraktora. W celu znalezienia takich punktow
nalezy rozwiaza¢ réwnanie:
eleftox = 1, (3.76a)

rownoczesnie z warunkiem:
elelx € Qoo Vt € [0, 1), (3.76b)

gdzie x = (1,90, 20)" . Uzywajac arytmetyki interwatowej znaleziony zostat punkt x = (1, 0.976024, —0.382350)
spelniajacy (3.76). Punkt ten jest polozony bardzo blisko punktu statego, jego odleglos$é od punk-

tu stalego wynosi d ~ 0.0028. Istnienie punktu spelniajacego warunki (3.76) jest wytlumaczeniem
przerwanych okregéw z Rys. 3.15.

Mozna zauwazy¢ dwa glowne powody, dla ktérych liniowa aproksymacja jest niedokladna.
Pierwsza przyczyna jest to, ze ciagle odwzorowanie Poincarégo jest okre$lone tylko w malym
otoczeniu punktu stalego. Takie otoczenie moze byé¢ zbyt male do zapewnienia skutecznego ste-
rowania. Jesli nie jesteSmy w stanie utrzymaé trajektorii w tym malym otoczeniu przez caly czas
sterowania to moze ona uciec w inng czes$¢ atraktora. W rozwazanym przypadku koto o promieniu
0.003 i sSrodku w punkcie statym nie jest catkowicie zawarte w dziedzinie ciaglego odwzorowania Po-
incarégo. Drugim powodem moze by¢ istnienie niepomijalnych skladnikéw nieliniowych (widoczne
zagiecie obrazu okregu o promieniu 0.004 na Rys. 3.15),

3.7 Whnioski

Opisane metody sterowania chaosem polegajace na stabilizacji orbit okresowych dzialaja popraw-
nie w teorii i doktadnych symulacjach komputerowych. Wydaje sie jednak, ze zastosowanie ich
w rzeczywistych ukladach eksperymentalnych moze byé bardzo trudne. Szczegdlnie wazne dla
poprawnego dzialania metody jest dokladne wyznaczenie punktéw przecigcia orbity okresowej z
plaszczyznami transwersalnymi. Nawet niewielkie bledy moga powodowaé zte dzialanie metody.
Doktadnosé wspélrzednych wektora c jest mniej istotna. Stabilizacje uktadu mozna uzyskaé przy
réznych wartosciach wektora c. Wektor ¢ musi byé tak dobrany, aby macierz Jakobianowa uktadu
ze sprzezeniem zwrotnym byla stabilna.

Jedli linearyzacja nie jest dostatecznie doktadna lub gdy ciagte odwzorowanie Poincarégo jest
okreslone tylko w malym otoczeniu punktu stalego to w teorii mozemy zmniejszy¢ wielko$¢é oto-
czenia. Jedna z wlasnosci metody jest to, ze stabilizacja moze zostaé osiagnieta przy dowolnie
malych zmianach parametréw. W praktyce jednak nie mozna zmniejszaé tego otoczenia ponizej
pewnej wielkoéci zaleznej od poziomu szuméw i bledéw w uktadzie. Ponadto musimy rozwazac
wystarczajaco duze otoczenia przy wyznaczaniu parametréw ukladu tak, aby obliczone parametry
stabilizowanej orbity okresowej nie zalezaly gltéwnie od poziomu szuméw.

Opisane metody stabilizacji orbit okresowych mozna zmodyfikowa¢ tak, aby aproksymacja,
na podstawie ktérej obliczana jest warto$¢ parametru sterujacego zawierala sktadniki wyzszych
rzedow. Powoduje to jednak znaczng komplikacje algorytmu. W rzeczywistych eksperymentach
taka modyfikacja moze nie przynies¢ poprawy takze na skutek niemoznosci wyznaczenia doktadnych
wartosci wspotezynnikéw sktadnikow nieliniowych. Wobec istnienia szuméw w uktadzie trudne jest
nawet znalezienie sktadnikéw liniowych.

Ciekawa wersja metody stabilizacji orbit okresowych jest metoda Hunta [40]. Jest to wersja
metody OGY, w ktérej do obliczenia parametru sterujacego uzywana jest tylko jedna zmienna
uktadu, a wspotczynnik sprzezenia zwrotnego jest dobierany eksperymentalnie. Przy tym podejsciu
nie ma mozliwoéci wyboru orbity okresowej, ani pewnosci, ze uda sie ustabilizowaé jakakolwiek z
nich. Jednak w pewnych zastosowaniach brak mozliwoéci wyboru stabilizowanej orbity okresowej
nie jest ograniczeniem i metoda ta znalazla aplikacje praktyczne [41, 64].



Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawione zostaly wybrane aspekty analizy i sterowania uktadéw chaotycz-
nych. W czesci pierwszej przedstawiono wiele pojec istotnych podczas analizy drgan chaotycznych,
oraz opisano rozwazane w niniejszej pracy uklady generujace drgania chaotyczne.

W pierwszej czesci rozdzialu drugiego opisano metody poszukiwania orbit okresowych na pod-
stawie znajomosci ciagu probek pochodzacych z ukladu. Metody te zilustrowano na przykladzie
uktadu Hénona oraz obwodu Chuy. Stwierdzono, ze lepsze rezultaty mozna uzyska¢ poszukujac
punktow okresowych odwzorowania Poincarégo, zamiast orbit okresowych ukladu ciaglego. W
drugiej czedci rozdziatu zaprezentowano nowa technike analizy ukladéw chaotycznych. W przeci-
wienstwie do metod opartych na twierdzeniu Szylnikowa pozwala ona na stwierdzenie istnienia
nieskoniczenie wielu orbit okresowych dla zadanych z géry wartosci parametréw uktadu. Moze by¢
ona zastosowana dla ukladéw ciaglych, ktorych odwzorowanie Poincarégo posiada zanurzona zde-
formowana podkowe Smale’a. Uzywajac tej metody mozna udowodnié, ze entropia topologiczna
ciaglego ukladu dynamicznego jest dodatnia. Zastosowanie tej techniki zostalo przedstawione na
przyktadzie obwodu Chuy. Udowodniono istnienie nieskoniczenie wielu punktéw okresowych odwzo-
rowania Poincarégo generowanego przez uktad Chuy oraz wykazano, ze entropia topologiczna tego
odwzorowania jest dodatnia. W celu przeprowadzenia wspomaganego komputerem dowodu opra-
cowano zestaw procedur do artymetyki interwalowej. Metoda ta moze znalezé zastosowanie przy
analizie bardzo szerokiej klasy obwodéw. Mozna ja zastosowaé dla dowolnych typow nieliniowosci.
W takim przypadku nalezy wzia¢ pod uwage bledy popelniane podczas catkowania numeryczne-
go. Mozliwe sa rowniez uogdlnienia na wyzsze wymiary, cho¢ wiaze si¢ to ze zwigkszeniem liczby
obliczen.

W rozdziale trzecim poruszono problem sterowania ukitadow chaotycznych. Opisano kilka ist-
niejacych metod stabilizacji orbit okresowych w uktadach chaotycznych za pomoca niewielkich
zmian jednego z parametréow ukladu. Oméwiono przypadki kiedy metody te nie daja si¢ zastoso-
waé. Zaproponowano nowa metode sterowania nazwana metoda minimum odlegloéci, ktéra omija
niedogodnosci metod istniejacych. Opisano réwniez metode sterowania dwupolozeniowego, ktéra
moze by¢ zastosowana w przypadku gdy parametr sterujacy moze przyjac¢ tylko jedna z dwoch war-
tosci. Dla kazdej z opisanych metod udowodniono szereg rezultatéw rozstrzygajacych mozliwosci
ich zastosowania w konkretnych przypadkach.

W drugiej czesci rozdzialu potwierdzone zostalo poprawne dzialanie metod w wielu ekspery-
mentach symulacyjnych. Dzialanie metod testowano na przyktadzie uktadu Hénona, obwodu Chuy
oraz trojkomoérkowej sieci neuronowej. Przeprowadzono analize wptywu szuméw w ukladzie na dzia-
tanie metod sterowania. Wyjasniono réwniez jakie moga by¢ przyczyny niepoprawnego dzialania
metod w eksperymentach rzeczywistych. Stwierdzono, ze szczegdlnie wazne jest doktadne wyzna-
czenie polozenia stabilizowanej orbity okresowej. Nawet male odchylenia od wartosci rzeczywistych
moga spowodowaé niepoprawne dziatanie metod stabilizacji. Wartosci pozostatych parametréw sa
natomiast mniej istotne dla dzialania metody. Stabilizacje orbity okresowej mozna osiagna¢ dla
wielu wartosci tych parametréw. Podano wiele wskazoéwek na temat wyboru liczby i polozenia
plaszczyzn transwersalnych zapewniajacych optymalne dziatanie metod sterowania.
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Summary:

Analysis and processing of chaotic
signals

This work is devoted to the analysis and control of chaotic systems. We consider continuous dy-
namical systems generated by third-order autonomous ordinary differential equations and two-
dimensional discrete systems. The first problem considered is the possibility of determination if
the system is chaotic using system’s equations or time series taken in measurements. The second
problem we address is control of chaotic systems in the sense of suppression of chaotic oscillations.

In the first chapter some preliminary definitions and several properties of chaotic systems are
presented. We also introduce chaotic systems considered in this work.

In the second chapter we discuss the problem of searching for and proving the existence of
periodic orbits in chaotic systems. The chapter consists of two parts. In the first part we address the
problem of identification of periodic orbits using experimental data. An heuristic search algorithm
for periodic orbits and its modifications are described.

In the second part of this chapter an original method for proving the existence of infinitely
many periodic orbits for systems with deformed horseshoe embedded is presented. This techique
combines abstract existence results based on topological invariants (fixed point index) with finite,
computer assisted computations necessary to verify the assumptions of the theorems in the con-
sidered example. This method is used to prove analytically the existence of an infinite number of
periodic orbits for Chua’s system. In order to take into account computational errors we utilize
interval arithmetics during computer calculations. We also present the set of interval arithmetic
procedures necessary in the proof.

The existence of infinitely many periodic orbits is then used to prove that the topological
entropy of the Poincaré map associated with the Chua’s system is positive. In the last part of this
chapter we prove that the continuous-time dynamical system defined by the equations of Chua’s
circuit is chaotic in the sense of having positive topological entropy.

The third chapter is devoted to control of chaotic systems in the sense of stabilization of one of
the unstable periodic orbits embedded within the chaotic attractor. First, several control methods
are described and their properties and discussed. In particular we show an example when these
methods cannot be used. We present a new control method based on minimization of the distance
between trajectory and the stabilized periodic orbit. We also present a two-level version of these
methods. We discuss the problem of effectiveness of control for all the methods considered. Finally
we show the results of computer simulations for the control methods and present some conclusions
about possibilities of using these methods for control of real systems.
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