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ZBIGNIEW GALIAS
Metody arytmetyki przedziatlowej
w badaniach ukladéw nieliniowych

Streszczenie

Gléwnym celem niniejszej pracy jest wykazanie, ze za pomocg metod arytme-
tyki przedzialowej mozna rozwigzaé¢ wiele probleméw zwiazanych z analiza uktadéw
nieliniowych, dla ktérych zastosowanie metod czysto analitycznych jest trudne lub
niemozliwe.

W pierwszym rozdziale przedstawiono podstawowe definicje dotyczace uktadéw
nieliniowych, opisano szereg standardowych metod analizy oraz dokonano przegladu
uktadéw dynamicznych rozwazanych w niniejszej pracy.

W rozdziale drugim opisano metody wyznaczania trajektorii ukladéw dyskret-
nych i ciagtych. Przedstawiono rézne techniki obliczen ograniczajace wplyw ,efektu
pakowania”. Opisano metode catkowania réwnania wariacyjnego oraz procedure ob-
liczania odwzorowania Poincarégo. W konicowej czesci rozdziatu poréwnano dzialanie
metod obliczania trajektorii uktadéw dyskretnych i ciaglych.

W rozdziale trzecim opisano metody arytmetyki przedzialowej dowodu istnienia
orbit okresowych. Przedyskutowano dzialanie trzech operatoréw przedzialowych w
wersjach standardowej i globalnej. Przedstawiono algorytm znajdowania wszystkich
orbit okresowych o ustalonym okresie. Opisano réwniez metode dowodu istnienia bar-
dzo dlugich orbit okresowych dla odwzorowan jednowymiarowych. Dla ciagtych ukla-
déw dynamicznych oméwiono problemy zwiazane ze znalezieniem wszystkich krétkich
orbit okresowych. Podano takze algorytmy znajdowania pokrycia kostkowego czesci
niezmienniczej i niewedrujacej danego zbioru. Dla odwzorowania Hénona i odwzoro-
wania Ikedy wyznaczono wszystkie orbity okresowe o niskich okresach oraz znaleziono
dokladne aproksymacje czeéci niezmienniczej oraz niewedrujacej zbioru zawierajacego
numerycznie obserwowany atraktor. Udowodniono istnienie szeregu orbit okresowych
dla wybranych ciagltych ukladéw dynamicznych.

Rozdzial czwarty posSwigcono metodom dowodu istnienia dynamiki symbolicznej
oraz znajdowania $cistego oszacowania entropii topologicznej ukladu. Opisano me-
tody oparte na pojeciu relacji nakrywajacej. Podano technike wyboru zbioréw, na
ktorych jest zdefiniowana skomplikowana dynamika. Na przykladach odwzorowania
Hénona oraz Tkedy pokazano jak mozna za pomoca tych metod znalezé skomplikowa-
na dynamike oraz uzyskaé Scisle oszacowania entropii topologicznej bliskie wartosci
rzeczywistej. Przedstawiono dowdd istnienia dynamiki symbolicznej dla obwodu Chuy
oraz réwnania Lorenza i na tych przyktadach dokonano poréwnania metod wyzna-
czania trajektorii uktadow ciaglych.



ZBIGNIEW GALIAS
Interval Arithmetic
for Investigations of Nonlinear Systems

Summary

The main purpose of this work is to show that using interval methods it is possible
to solve rigorously many problems which are very difficult to deal with using only
analytical methods.

In the first chapter, basic definitions and several standard methods used in analy-
sis of nonlinear systems are presented. We also introduce nonlinear systems considered
in this work.

In the second chapter, we describe methods for finding trajectory of discrete and
continuous dynamical systems. We present techniques reducing the influence of the
“wrapping effect”. We describe methods for integration of variational equation and
computation of the Poincaré map. In the last part of this chapter, we compare the
performance of methods for computation of trajectories of discrete and continuous
systems.

In the third chapter we describe interval methods for proving the existence of
periodic orbits. We study three interval operators in standard and global versions. We
present the algorithm for finding all periodic orbits of a given length. We also describe
the method for proving the existence of very long periodic orbits for one—dimensional
maps. For continuous systems we discuss difficulties in finding all short cycles related
to discontinuities of Poincaré map. We present the algorithms for finding box covering
of invariant and nonwandering part of a given set. For the Hénon map and the Ikeda
map, we find all low period cycles and obtain good approximations to invariant part
and nonwandering part of the region containing the numerically observed attractor.
We prove the existence of several periodic orbits for continuous dynamical systems.

The fourth chapter is devoted to methods for proving the existence of symbolic
dynamics in nonlinear systems and finding rigorous approximations of its topological
entropy. We describe methods based on the notion of a covering relation. We present
the technique for choosing sets on which a complicated dynamics exists. Using these
methods we prove the existence of symbolic dynamics for the Hénon map and the
Ikeda map and find bounds for topological entropy close to the real entropy of the
systems. We present the proof of existence of symbolic dynamics for the Chua’s circuit
and the Lorenz system. We also compare different methods for finding trajectories of
continuous systems.
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Wykaz stosowanych oznaczen

R — zbiér liczb rzeczywistych
Z — zbidr liczb catkowitych
N —  zbiér liczb naturalnych
C —  zbidr liczb zespolonych
[|-]] — norma
[|-ll2 — norma euklidesowa
[|llcc — mnorma maksimum, ||z||e = max?_; x;
I~ norma lfzll = Sy 2
m(x,t) - uklad dynamiczny
o(t,z) — rozwiazanie problemu poczatkowego
~v(x) — trajektoria punktu x
w(z), a(r) — dodatnii ujemny zbiér graniczny punktu
P - odwzorowanie Poincarégo
Q,, — liczba orbit okresowych o okresie n
P, — liczba punktow statych n—krotnego ztozenia odwzorowania
H(f) — entropia topologiczna odwzorowania f
0 — brzeg zbioru
Int2 — wnetrze zbioru
InvQ) — cze$¢ niezmiennicza zbioru €2
I — macierz jednostkowa
f'(x) — macierz Jacobiego odwzorowania f
N(x) — przedzialowy operator Newtona
K(x) - operator Krawczyka
H(x) - operator Hansena—Sengupty
B(z,r) — kula o $rodku w punkcie x i promieniu r
x,y — przedzialy lub wektory przedzialowe
A ;B - macierze przedzialowe
Diam(x) — szeroko$¢ przedzialu x
Mid(x) - $rodek przedzialu x
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The scientist does not study nature because it is useful;
he studies it because he delights in it, and he delights in
it because it is beautiful. If nature were not beautiful, it
would not be worth knowing, and if nature were not worth
knowing, life would not be worth living.

Henri Poincaré

Wstep

Teoria uktadéw dynamicznych odgrywa istotna role w analizie zachowania ukta-
déw rzeczywistych. Uklady, ktérych stan zmienia sie w sposéb ciagly, sa czesto opi-
sywane za pomoca uktadéw réwnan rézniczkowych (ciagle uktady dynamiczne), na-
tomiast dynamika ukladow, ktérych stan jest uaktualniany w dyskretnych chwilach
jest opisywana za pomoca ukladéw réwnan réznicowych lub odwzorowan (dyskretne
uklady dynamiczne). W niniejszej pracy bedziemy rozwazaé uktady deterministyczne,
tzn. takie, dla ktorych istnieje przepis na obliczanie przysztych zachowan na podstawie
zadanych warunkow poczatkowych.

Zachowania deterministycznych ukladéw nieliniowych sa obszarem aktywnych
badan. Pierwszym powodem zainteresowania jest wzglad poznawczy. Wszystkie rze-
czywiste uklady sa z natury rzeczy nieliniowe. Zawsze istnieje granica, powyzej ktérej
zwiekszeniu sygnatu wejéciowego nie odpowiada liniowy wzrost sygnatu wyjsciowego.
Czesto podczas analizy ukladéw przyjmuje sie ich liniowy model. Nie pozwala to jed-
nak wyjaéni¢ wszystkich zjawisk zachodzacych w tych uktadach. Jednym ze zjawisk
mozliwych do wyjasnienia tylko przy uwzglednieniu efektéw nieliniowych jest chaos.
Interesujace jest zatem poznanie warunkow generacji skomplikowanych oscylacji oraz
skonstruowanie narzedzi do ich analizy.

Drugi powdd zainteresowania ma podloze praktyczne. Opisanych zostalo wiele
zastosowan uktadéw nieliniowych, w tym uktadow chaotycznych. Zastosowania doty-
cza probleméw sterowania, synchronizacji, telekomunikacji [14, 20, 46, 104, 96, 117].

W przypadku gdy réwnania opisujace uklad sa nieliniowe (nieliniowy uklad dy-
namiczny ), najczesciej nie istnieje metoda umozliwiajaca otrzymanie doktadnych roz-
wigzan, tzn. nie ma wzoru analitycznego opisujacego trajektorie uktadu dla danych
warunkéw poczatkowych. W takim przypadku w celu obliczania trajektorii stosuje
sie metody aproksymacji rozwigzania. W tych zastosowaniach komputer jest bar-
dzo waznym narzedziem umozliwiajacym obliczenie przyblizonych rozwiazan ukta-
du [110, 101, 93, 94]. Wiele prac poswieconych jest konstrukeji efektywnych algoryt-
mow pozwalajacych na szybkie i mozliwie doktadne obliczenie trajektorii dla zadanych
warunkéw poczatkowych. Wspolna wlasnoscia wielu z tych metod jest brak pewnosci,
ze rozwiazanie dokladne lezy w poblizu rozwiazania wygenerowanego przez metode
aproksymacji z zadana z gory dokladnoscia [110, 50].

W przypadku niektérych ukltadow fizycznych mata zmiana parametréow ukladu
nie powoduje zasadniczej zmiany jego zachowania. Przykladowo niewielka zmiana
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wartosci rezystancji jednego z elementéw poprawnie zaprojektowanego ukltadu elek-
tronicznego zwykle nie powoduje duzej zmiany potozenia jego punktu pracy. Podobnie
niewielka zmiana warunkéw poczatkowych czy tez sygnatu wymuszajacego nie powo-
duje znacznej zmiany trajektorii uktadu. Sytuacja ta dotyczy ukladéw, dla ktérych
istnieje jedno stabilne rozwiazanie przyciagajace wszystkie rozwigzania. Bledy po-
pelniane przez metode aproksymacji nie sa wtedy szczegélnie istotne i trajektoria
wygenerowana przez komputer dobrze opisuje trajektorie rzeczywista.

Wiekszos$¢ ukladéw nie spelnia jednak tych warunkéw. Jesli rozwazymy uklad,
w ktérym istnieja dwa lub wiecej rozwiazania stabilne i bedziemy badaé trajektorie
uktadu startujace z warunkow poczatkowych potozonych blisko granicy basenu przy-
ciggania wybranego rozwiazania stabilnego, to stan ustalony bedzie zalezal w sposéb
istotny od malej zmiany warunkéw poczatkowych i/lub bledéw popelianych przez
stosowang przez nas metode aproksymacji. Sytuacja, w ktérej niewielka zmiana wa-
runkéw poczatkowych powoduje duze zmiany trajektorii uktadu, jest nazywana wraz-
liwoscig na warunki poczgtkowe. Istniejg réwniez uklady, w ktorych wrazliwo$é na
warunki poczatkowe jest wlasnoscig typowa. Przyktadem ukladéw dynamicznych te-
go typu sa uklady chaotyczne. W ostatnich latach opisano wiele przyktadéw uktadéw
fizycznych w tym elektrycznych i elektronicznych, w ktérych zaobserwowano skompli-
kowane zachowania dynamiczne zwane oscylacjami chaotycznymi [15, 95, 97, 106, 123].

Przez chaos bedziemy rozumie¢ nieregularne zachowanie, ktére wydaje sie przy-
padkowe. Przypadkowosé ta jest wynikiem wrazliwosci trajektorii na warunki poczat-
kowe polegajaca na tym, ze dwie trajektorie startujace z dowolnie bliskich punktéw,
zwykle oddalaja sie od siebie, pozostajac rownocze$nie w ograniczonym obszarze prze-
strzeni stanu, i po pewnym czasie staja sie nieskorelowane. W przypadku uktadow
chaotycznych problemy, o ktérych wspomnieliSmy powyzej, staja sie szczegdlnie istot-
ne. 7Z uwagi na wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe obliczanie trajektorii jest trudne.
W szczegoblnosci sprawdzenie, czy wygenerowane rozwiazania maja cokolwiek wspdl-
nego z rzeczywistym modelem, staje si¢ bardzo skomplikowane lub niemozliwe [50, 1].

Wigkszo$¢ stwierdzen o istnieniu chaosu jest oparta wylacznie na obserwacjach
wynikéw symulacji komputerowych lub przebiegéw pochodzacych z uktadéw rzeczy-
wistych. Jesli obserwowany przebieg nie jest oscylacja okresowa i charakteryzuje sie
duza nieregularnoécia, to zwykle uznaje sie, ze jest to trajektoria chaotyczna. Nie
ma jednak pewnosci, czy obserwowane trajektorie nie sa przebiegami okresowymi
o bardzo dtugich okresach lub tez przebiegami przejSciowymi z okresowym zbiorem
granicznym. Nie wiadomo réowniez, czy efekty chaotyczne obserwowane w symulacjach
komputerowych nie sg wynikiem btedéw metod catkowania lub bledéw zaokraglen [1].

Kolejny problem dotyczy wplywu wartosci parametréw na zmiane dynamiki ukla-
du. Najczesciej w przypadku ukladow rzeczywistych nie znamy wartoéci parametrow
z nieskoniczong precyzja, co wiecej, parametry uktadu moga wykazywaé¢ wahania zwia-
zane np. ze zmiang temperatury, uptywem czasu itp. W takich przypadkach istotne
staje sie badanie zachowania ukladu przy zmianie wartosci parametréw. Jedli mala
zmiana parametréow powoduje zmiany jako$ciowe w zachowaniu uktadu, to mowimy,
ze nastapita bifurkacja.

Istnieje zatem potrzeba rozwoju metod uczynienia komputera narzedziem daja-
cym $ciste wyniki. Pierwszy krok w tym kierunku zostal wykonany w latach 60. XX w.
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wraz z pionierskimi pracami dotyczacymi arytmetyki przedzialowej [87]. W arytme-
tyce przedzialowej wszystkie operacje arytmetyczne sa wykonywane na przedziatach.
Wynik operacji na przedziatach jest najmniejszym przedzialem zawierajacym wyniki
operacji na liczbach rzeczywistych dla wszystkich kombinacji liczb rzeczywistych nale-
zacych do tych przedzialow. W przypadku implementacji arytmetyki przedziatlowej na
komputerze zaokraglanie wyniku operacji elementarnych odbywa si¢ ,na zewnatrz”.
W ten sposéb jesteSmy pewni, ze wynik zawiera rzeczywisty wynik operacji (wraz
z bledami zaokraglen).

Jest kilka powodéw, dla ktérych wykorzystanie metod arytmetyki przedzialowej
do analizy ukladéw dynamicznych wydaje sie celowe. Pierwszy, najbardziej oczywi-
sty, dotyczy przypadku, gdy parametry uktadu lub warunki poczatkowe, dla ktérych
poszukujemy rozwiazania, nie sg znane z nieskonczong precyzja. Wtedy naturalne jest
uzycie przedzialow zamiast liczb rzeczywistych w procedurze numerycznej. Nawet jesli
zalozymy, ze parametry i warunki poczatkowe sg znane z nieskonczona doktadnoécia,
to moze sie zdarzy¢, ze dana warto$¢ nie jest liczba reprezentowalna numerycznie.
Aby to uwzglednié, nalezy znalezé najmniejszy reprezentowalny numerycznie prze-
dzial, ktéry zawiera dang wartos¢, i uzy¢ tego przedziatu jako warunku startowego dla
programu komputerowego. Jedli wystartujemy z przedziatéw punktowych, to zwykle
w trakcie obliczania trajektorii uktadu pojawiaja sie liczby niereprezentowalne nu-
merycznie. Réznica miedzy prawdziwym wynikiem a jego reprezentacjg numeryczng
propaguje sie podczas dalszego obliczania trajektorii i moze spowodowaé, ze wyniki
obliczen po pewnym czasie nie beda mialy nic wspélnego z rzeczywista trajekto-
rig. Aby tego uniknaé, prowadzi sie wszystkie obliczenia w arytmetyce przedzialowej.
W ten sposob uzyskujemy pewnosé, ze rzeczywista trajektoria nalezy do wygenero-
wanego ciggu przedzialéw.

Zastosowanie arytmetyki przedzialowej umozliwia konstruowanie $cistych metod
na podstawie metod numerycznych ze znanym wyrazeniem na btad metody. Dotyczy
to w szczegoblnosci rozwiazywania probleméw poczatkowych dla uktadéw réwnan réz-
niczkowych. Jesli mamy mozliwo$¢ oszacowania bledéw metody numerycznej, to mo-
zemy utworzy¢ przedzial, ktory zawiera wynik wraz z bledem metody. Ten przedziat
staje sie warunkiem poczatkowym dla nastepnego kroku procedury numeryczne;j.

Kolejny powdd, ktéry sprawia, ze zastosowanie arytmetyki przedzialowej jest ce-
lowe, wynika z istnienia metod specyficznych dla analizy przedzialowej. Przedzial jest
z jednej strony traktowany jako liczba, z drugiej za$ jest zbiorem. Dwoistos¢ pojecia
przedziatu pozwala na konstrukcje metod, ktore sprawdzaja prawdziwosé obliczonych
wynikow. Metodom tego typu bedzie po$wiecona znaczna czes¢ niniejszej pracy.

Zastosowanie metod arytmetyki przedzialowej i ogdlniej komputera do Scistej
analizy ukladow nieliniowych ma bogata historig. Obszerna liste literatury na ten te-
mat mozna znalezé w pracy [91]. Wymienmy kilka przykladéw. W pracach [51, 105]
opisano metode dowodu istnienia prawdziwej trajektorii uktadu w poblizu trajekto-
rii wygenerowane]j przez komputer. W pracach [109, 80] udowodniono istnienie orbit
homoklinicznych i heteroklinicznych dla uktadu Lorenza oraz obwodu Chuy. W pra-
cy [98] wykazano, ze metody arytmetyki przedzialowej pozwalaja, poza zapewnieniem
Scistych wynikéw, na znacznie szybsze niz przy uzyciu standardowych metod znalezie-
nie wszystkich punktéw pracy ukladéw elektronicznych. W pracach [90, 84, 85, 120]
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opisano rézne metody dowodu istnienia dynamiki symbolicznej dla uktadéw dyna-
micznych.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie wybranych metod analizy ukltadéw
nieliniowych za pomoca arytmetyki przedzialowej. W rozdziale pierwszym podane
zostang podstawowe definicje i oznaczenia oraz przedstawione zostana uklady dyna-
miczne rozwazane w niniejszej pracy. W rozdziale drugim opiszemy rdézne metody
obliczania trajektorii uktadéw dynamicznych. Dokonane zostanie réwniez poréwnanie
przedstawionych metod.

W rozdziale trzecim opiszemy metody analizy zbioréw granicznych. Szczegdlna
uwage poswiecimy orbitom okresowym. Przestawione zostang metody dowodu istnie-
nia orbit okresowych oraz znajdowania wszystkich orbit okresowych o ustalonym okre-
sie. Opisane zostana réwniez metody znajdowania $cistych oszacowan basenu przycia-
gania, czedci niezmienniczej oraz czesci niewedrujacej. Wyniki opisane w tym rozdziale
zostaly opublikowane w kilku artykulach [34, 45, 33, 36, 37, 38, 40, 41, 42]. Czes$é wy-
nikéw nie byla wczeéniej publikowana.

W rozdziale czwartym przedstawione zostana metody dowodu istnienia dyna-
miki symbolicznej oraz podany zostanie dowdd istnienia dynamiki symbolicznej dla
wybranych uktadéw dynamicznych. Opiszemy zwiazek dynamiki symbolicznej z entro-
pia topologiczng oraz podamy dla wybranych uktadéw $ciste oszacowania na entropie
topologiczna. Przedstawiona zostanie réwniez dyskusja na temat zwigzku entropii
topologicznej z liczba orbit okresowych. Wyniki zawarte w tym rozdziale byly opu-
blikowane w pracach [31, 44, 45, 41, 39].

Kilka os6b w sposéb szczegdlny przyczynilo sie¢ do napisania tej pracy. Przede
wszystkim chciatbym wyrazi¢ podzigkowanie prof. dr. hab. inz. Maciejowi Ogorzal-
kowi za inicjatywe podjecia tematyki uktadéw chaotycznych. Prof. Maciej Ogorzaltek
byl opiekunem mojej pracy magisterskiej i promotorem mojej pracy doktorskie;j.

Chcialbym réwniez podzigkowaé¢ dr. hab. Piotrowi Zgliczynskiemu za wiele cen-
nych uwag merytorycznych oraz za wspoélprace naukowa, ktorej owocem jest wiele
publikacji w dziedzinie komputerowo wspieranych dowodéw i zastosowania metod to-
pologicznych do analizy uktadéw nieliniowych.

Czeé¢ wynikow zawartych w tej pracy powstata podczas pobytu w Institute for
Nonlinear Science w San Diego, w ramach stypendium Fulbrighta oraz dzigki zapro-
szeniu prof. Henry’ego Abarbanela, ktéry stworzy! mi idealne warunki do rozwazan
nad zagadnieniami poruszanymi w tej pracy. W trakcie pobytu w San Diego miatem
przyjemnosé wspélpracowaé z dr. Gian Mario Maggio, co zaowocowalo publikacja-
mi z dziedziny zastosowan ukladéw chaotycznych do celow przesylania informacji
i pozwolilo autorowi spojrze¢ pod innym katem na problemy zwiazane z ukladami
nieliniowymi. Uwagi i sugestie dr. Maggio byly dla mnie niezwykle istotne.

Nalezy réowniez wymieni¢ osoby, ktore w sposéb mniej lub bardziej $wiadomy
przyczynilty sie do opdznienia ukazania sie tej pracy, dajac mi tym samym mozno$é
do przeprowadzenia bardziej doglebnej analizy rozwazanych tematow. Sposréd tych
0s6b chciatbym podziekowaé Krzysztofowi i Barbarze, ktérych szczere zainteresowanie
postepami w pracy wielokrotnie podtrzymywalo mnie na duchu.
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1. Uklady nieliniowe

W rozdziale tym przypomniane zostana podstawowe pojecia i definicje przydatne
przy opisie matematycznym ukladéw nieliniowych [10, 53].

1.1. Uklady dynamiczne

Deterministyczny uktad dynamiczny jest to uklad, ktoérego stan mozna w pelni
okredli¢ przez podanie warunkéow poczatkowych oraz rownan ewolucji. Ponizej przed-
stawiona jest formalna definicja uktadu dynamicznego.

Definicja 1.1. Tréjke (X, T, m), w ktdrej X jest przestrzenia metryczna, T jest grupa,
za§ m: X x T +— X jest odwzorowaniem ciagglym spelniajacym dla kazdego x € X
i dla kazdych t1,ts € T warunki

m(z,0) =z, (1.1a)
m(m(z,t1), t2) = m(z, 11 +t2), (1.1b)
nazywamy ukiadem dynamicznym.

Przestrzen X nazywana jest przestrzenig fazowg, zaé m odwzorowaniem fazowym.
W praktyce najczedciej rozwaza sie przypadki, gdy T jest zbiorem liczb catkowitych
T = Z (dyskretny uklad dynamiczny) lub rzeczywistych T = R (ciggly uklad dyna-
miczny). Dyskretny uklad dynamiczny jest réwniez niekiedy nazywany kaskadq, zas
ciagly potokiem.

Czesto rozwaza sie rowniez uklady semidynamiczne, w ktérych zbior T posiada
strukture potgrupy. Dla T'= Rt = [0,00) oraz T'= N = {0,1,2...} mamy odpowied-
nio ciagty i dyskretny uktad semidynamiczny.

1.1.1. Ciagtle uklady dynamiczne

Wazna klasg uktadow dynamicznych sa uklady generowane przez rownania roz-
niczkowe zwyczajne

dx
3 (1) = fzt), ), (1.2a)
{E(to) = Xy, (12b)
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gdzie © € R™ oraz f: R™ x R — R™. Rozwiazanie problemu poczatkowego (1.2)
bedziemy oznaczaé przez ¢(t, zo) lub z(t).

Jesli prawa strona ukladu (1.2a) nie zalezy od zmiennej ¢ w sposéb jawny, to
uktad réwnan rézniczkowych nazywamy autonomicznym. W przypadku rownan auto-
nomicznych mozemy bez straty ogdlnosci zatozyé, ze tg = 0. Otrzymujemy wéwczas
nastepujacy problem poczatkowy

dx
2 0) = fale), (1.3)
x(0) = xp. (1.3b)

Funkcja f jest nazywana polem wektorowym poniewaz definiuje ona kierunek
(wektor) i predko$¢ trajektorii w kazdym punkcie przestrzeni standéw. Ponizsze twier-
dzenie méwi, kiedy autonomiczny uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych definiuje
uktad dynamiczny.

Twierdzenie 1.1. Rozwaimy uklad rownan rézniczkowych zwyczajnych

dx

—_— = 1.4

Y fa). (1.4
gdzie odwzorowanie f: R™ — R™ jest ciggle. Zalozimy, zZe dla kazdego x € R™ istnieje
dokladnie jedno rozwigzanie @(t,xz) réwnania (1.4) zdefiniowane na R, spelniajgce
warunek p(0, ) = x. Wéwczas odwzorowanie ww(x,t) = p(t,x) definiuje ciggly uklad
dynamiczny na R™.

Jesli odwzorowanie ¢(t,z) jest zdefiniowane na RT, to 7 jest ukladem semi-
dynamicznym. Ponizsze twierdzenie méwi, ze uklady réwnan spelniajace warunek
Lipschitza generuja ciagte uktady dynamiczne.

Twierdzenie 1.2. Jesli f spelnia globalnie warunek Lipschitza, tzn. istnieje liczba
rzeczywista L taka Ze

lf(@) = fWIl < Lllz —yl| Vo,y € R™, (1.5)

to spelniony jest warunek na jednoznacznosé rozwigzan wymagany w poprzednim
twierdzeniu.

1.1.2. Dyskretne uktady dynamiczne

Dyskretne uktady dynamiczne pojawiaja sie w naturalny sposéb przy badaniach
tzw. przeksztalcenia Poincarégo. Wystepuja one réwniez przy iteracjach odwzorowan
bijektywnych. Méwi o tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.3. Jesli f: X — X jest ciggla bijekcjq i zdefiniujemy ¢(z, k)= f*(x),
to (X, 7Z, ) jest dyskretnym uktadem dynamicznym!'.

W przypadku gdy odwzorowanie f nie jest bijekcja, to (X, ¢) jest ukladem se-
midynamicznym.

17 definicii f0() = z, f**1(2) = F(f*(2)), f~*(@) = (F~1)*(x) dla k > 0.
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1.1.3. Podstawowe pojecia

Przedstawimy obecnie definicje kilku pojeé, z ktorych bedziemy korzysta¢ w ni-
niejszej pracy. Niech (X, T, ) bedzie ukladem (semi)dynamicznym.

Typy trajektorii

Zbiér y(x) = {m(x,t): t € T} nazywamy trajektorig lub orbitq punktu x. Zbiory
(@) ={m(x,t): t > 0,t € T}, v () = {m(w,t): t <0,t € T} nazywamy odpowied-
nio dodatnig i ujemng trajektorig punktu x. Odwzorowanie 7, : T — X zdefiniowane
przez 7, (t) = 7(x,t) nazywamy ruchem (przechodzacym przez x).

Wiéréd réznych typow trajektorii uktadu szezegdlne znaczenie odgrywaja punkty
state i trajektorie okresowe.

Punkt z € X nazywamy punktem stalym lub punktem réwnowagi, jedli dla kaz-
dego t € T zachodzi m(x,t) = x. Punkt € X nazywamy okresowym, jesli istnieje
t > 0 takie, ze m(x,t) = x oraz 7 = inf{t > 0: n(x,t) = x} > 0. Liczbe 7 nazy-
wamy okresem punktu x. Jesli punkt x jest okresowy, to trajektorie v(z) nazywamy
okresowg.

Ruch 7, nazywamy prawie okresowym, jesli dla kazdego € > 0 istnieje relatywnie
gesty? zbior liczb {7, }nez taki, ze p(w(x,t), 7(x,t +7,)) < € dla kazdego t € T oraz
dla kazdej liczby caltkowitej n. Jedli m, jest ruchem prawie okresowym, to trajektorie
punktu x nazywamy prawie okresowq.

Punkty stale, orbity okresowe i trajektorie prawie okresowe sa przyktadami zacho-
wan ustalonych. Bardziej skomplikowanym typem zachowan ustalonych sa tak zwane
trajektorie chaotyczne, ktore w najprostszym rozumieniu sg ograniczonym zachowa-
niem ukladu, ktére nie jest okresowe ani prawie okresowe oraz nie zmierza do zadnego
z tych zachowan. Formalna definicja zostanie podana w podrozdziale 1.3.

Zbiory graniczne
Kolejnym waznym pojeciem sa zbiory graniczne. Okreslaja one zachowanie ukla-
du po zaniku sktadowych przejsciowych, czyli tak zwany stan ustalony uktadu.
Dodatnim zbiorem granicznym lub zbiorem w-—granicznym punktu x nazywamy
zbidr
w(z) ={y e X: 3, — +oo taki, ze m(x,t,) = y }. (1.6)
Ujemnym zbiorem granicznym lub zbiorem a—granicznym punktu x nazywamy zbiér
afr) ={y e X: 3t, — —oo taki, ze w(z,t,) — vy }. (1.7)

Punkty stale, orbity okresowe i prawie okresowe sg przyktadami zbioréow granicz-
nych.

Zbiér niezmienniczy, atraktor

Zbiér A C X nazywamy niezmienniczym, jesli dla kazdego x € A trajektoria
punktu z jest zawarta w A. W przypadku uktadu semidynamicznego zbiér A nazywa-
my niezmienniczym, jesli dla kazdego x € A istnieje trajektoria uktadu przechodzaca
przez x zawarta w zbiorze A.

27Zbiér D liczb rzeczywistych nazywamy relatywnie gestym, jesli istnieje to > 0 takie, ze dla
kazdego t € R zbiér D N (t — to,t + to) jest niepusty.
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Méwimy, ze zbiér A jest zbiorem pulapkq, jesli jest on dodatnio miezmienniczy,
tzn. w(x,t) € A dla kazdego z € Ait > 0.

Trajektoria startujaca w zbiorze pulapce pozostaje w nim na zawsze. Aby stwier-
dzié, ze A jest zbiorem pulapka dla dyskretnego uktadu (semi)dynamicznego zadanego
odwzorowaniem f, wystarczy sprawdzié, ze f(A) C A. W przypadku ukladu ciagle-
go warunkiem wystarczajacym jest, aby pole wektorowe na brzegu zbioru A bylo
skierowane do wnetrza A.

Zbiér niezmienniczy nazywamy hiperbolicznym, jesli w kazdym jego punkcie ist-
nieje rozktad na kierunki stabilny i niestabilny i rozktad ten jest ciagty.

Zbior A C X nazywamy niedekomponowalnym, jesli jest on domkniety i nie-
zmienniczy oraz je$li dla dowolnych z,y € A i dla dowolnego ¢ > 0 istnieja x = xq,
X1, ..., Ty =y oraz ty, ..., t, > 1 takie, ze odleglosé m(x;_1,¢;) od z; jest mniejsza
od €.

Punkt x € X nazywamy niewedrujgcym, jesli dla kazdego otoczenia U punktu x
i dla kazdego t € T istnieje s > t takie, ze 7(U,s) NU # 0.

Basenem przyciggania zbioru dodatnio niezmienniczego A nazywamy zbidr

BAy={reX :w(x)#0,w() C A} (1.8)

Zbiér A nazywamy stabilnym, jesli kazde otoczenie U zbioru A zawiera dodatnio
niezmiennicze otoczenie V zbioru A. Zbiér A nazywamy asymptotycznie stabilnym, je-
sli jest stabilny i jesli B(A) jest otoczeniem zbioru A. Zbiér A nazywamy niestabilnym,
jesli nie jest stabilny.

Atraktor jest to niedekomponowalny zbiér A posiadajacy otoczenie U takie, ze dla
kazdego x € U dodatni zbiér graniczny w(x) jest zawarty w zbiorze A oraz dodatnia
semitrajektoria vV () jest zawarta w zbiorze U.

Punkty homokliniczne i heterokliniczne

Przypomnijmy definicje punktu homoklinicznego [53, 112]. Zal6ézmy, ze z* jest hi-
perbolicznym punktem stalym. Hiperboliczno$é¢ oznacza w przypadku cigglego uktadu
dynamicznego, ze macierz Jacobiego f'(z*) nie ma wartosci wlasnych o czesci rzeczy-
wistej réwnej zero, za$ dla ukladow dyskretnych warto$ci wilasne nie leza na okre-
gu jednostkowym. Oznaczmy przez E, oraz E, stabilng i niestabilna podprzestrzen
w punkcie z*.

Lokalng stabilng i niestabilng podrozmaitoscig punktu x* nazywamy zbiory

W (z*)={z € U: n(z,t) - 2* dlat — oo,y (z) C U},
We(x*)={z e U: n(z,t) - 2" dlat — —o0,v (z) C U},

gdzie U jest otwartym otoczeniem punktu z*.
Globalng stabilng i niestabilng podrozmaito$cig punktu z* nazywamy zbiory

W (a*) = [ n(Wie(2"), 1),

t<0

W (z*) = |J m(Wike(a). ).

>0
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Stabilne podrozmaitosci dwdch réznych punktow stalych nie moga sie przeci-
na¢. To samo dotyczy podrozmaitosci niestabilnych. Zbiory W#(z*) oraz W*(z*) nie
moga mieé samoprzecieé¢. Moze natomiast mieé¢ miejsce przecigcie podrozmaitosci sta-
bilnej jednego punktu stalego z podrozmaitoscia niestabilna tego samego (lub innego)
punktu statego. Taka sytuacja jest czesto zrodtem skomplikowanej dynamiki.

Definicja 1.2. Punkt x nazywamy punktem homoklinicznym, jesli lezy on na prze-
cieciu stabilnej i niestabilnej podrozmaito$ci pewnego punktu statego, tzn.

z € W(z*) N W*(a*) (1.9)

dla punktu stalego z* przy czym x # z*. Punkt homokliniczny nazywamy trans-
wersalnym, jesli W*(z*) 1 W*(z*) przecinaja sie transwersalnie w punkcie z, tzn.
przestrzenie styczne do W*(z*) i W*(z*) w punkcie z rozpinaja cala przestrzen.

Punkt lezacy na przecieciu podrozmaitosci stabilnej oraz podrozmaitosci niesta-
bilnej réznych punktéw stalych nazywamy heteroklinicznym.

1.2. Wybrane metody
analizy ukladéw nieliniowych

Omoéwimy obecnie kilka metod analizy uktadow nieliniowych, ktére beda wyko-
rzystywane w niniejszej pracy.

1.2.1. Réwnanie wariacyjne

Roéwnanie wariacyjne pojawia si¢ dos¢ czesto przy analizie ciaglych uktadow dy-
namicznych. Pozwala ono na badanie zmian trajektorii uktadu spowodowane zaburze-
niem warunkéw poczatkowych [101]. Oznaczmy przez ¢(t,xg) rozwiazanie problemu
poczatkowego (1.3). Funkeja (-, x¢) spelnia warunki

%f(t, z0) = f(p(t, 20)), (1.10a)
¢(0,20) = o. (1.10Db)

Rézniczkujac powyzsze réwnania wzgledem xg otrzymujemy

0 dyp 0
Tma(t’%) = 8730(]0(80(75, 70)))
d Oy _ g dp
58730(757330) = o (x<t))8;z:0 (t, 20)
oraz
O _ 970 _
By 00 = 550 =
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Oy

Wprowadzajac oznaczenie D(t,xg) = (t,z) otrzymujemy uklad réwnan

Oxo
dD _ of
T = o, @)D, (1.11a)
D(0,29) = 1. (1.11b)

Roéwnanie (1.11a) jest nazywane réwnaniem wariacyjnym. Zauwazmy, ze jest to
réwnanie liniowe o wspolczynnikach zaleznych od czasu. W celu rozwiazania problemu
poczatkowego (1.11) calkujemy réwnoczesnie réwnania

dx

i f(z), (1.12a)
dD of
- = %(x(t)) . D, (1.12b)

z warunkiem poczatkowym

2(0) = o, (1.12¢)
D(0,z0) = 1. (1.12d)

1.2.2. Odwzorowanie Poincarégo

Metoda odwzorowania Poincarégo jest czesto uzywana podczas analizy ciaglych
uktadéw dynamicznych [53]. Pozwala ona na uproszczenie analizy ukladu z uwagi
na obnizenie wymiaru przestrzeni stanu. W metodzie tej rozwaza sie odwzorowanie
powrotu dla wybranej hiperptaszczyzny X przecinajacej transwersalnie trajektorie
uktadu.

Niech ¢(t,z9) bedzie rozwiazaniem problemu poczatkowego (1.3). Wybierzmy
hiperptaszczyzne X.

Definicja 1.3. Odwzorowanie Poincarégo P: Y — 3 jest zdefiniowane przez
P(z) = Po(x) = o(7(2), 2), (1.13)
gdzie T(x) jest czasem, po ktérym trajektoria o(t, z) wraca do X.

Na okreslenie odwzorowania Poincarégo bedziemy zamiennie uzywaé nazwy od-
wzorowanie powrotu.

Istnienie ciaglego odwzorowania Poincarégo w otoczeniu punktu Z takiego, ze
plaszczyzna ¥ jest transwersalna do potoku w punktach T oraz P(Z), wynika z na-
stepujacego twierdzenia [101, str. 316]:

Twierdzenie 1.4. Niech T = 7(Z) bedzie czasem powrotu do % trajektorii startujg-
cej z punktu T. Jesli plaszczyzna X jest transwersalna do potoku w punktach T oraz
P(z) = p(T,), to istnieje otwarte otoczenie U punktu T i dokladnie jedno odwzoro-
wanie 7: U — R klasy C! takie, Ze dla kaidego x € U zachodzi p(7(z),z) € ¥ oraz
T(Z)=T.
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Przy definicji odwzorowania Poincarégo mozna ograniczy¢ sie do fragmentu plasz-
czyzny % lub innej hiperpowierzchni. Czesto wybiera sie cze$é plaszezyzny X, na kto-
rej trajektorie przecinaja plaszczyzne ¥ w ustalonym kierunku. Przy takiej definicji
punkt staly odwzorowania P odpowiada orbicie okresowej uktadu ciagtego. Okazuje
sie, ze wartosci wlasne macierzy Jacobiego odwzorowania Poincarégo w punkcie nale-
zacym do orbity okresowej nie zaleza od wyboru punktu na orbicie okresowej oraz nie
zaleza od wyboru plaszczyzny transwersalnej [101, str. 318]. Mozna zatem za pomoca
metody odwzorowania Poincarégo bada¢ stabilnosé orbit okresowych uktadu ciaglego.

Uogodlnione odwzorowanie Poincarégo

Standardowe odwzorowanie Poincarégo jest zdefiniowane przez jedng hiperplasz-
czyzne. Uogblnione odwzorowanie Poincarégo jest zdefiniowane przez pewna liczbe
takich hiperptaszyzn. Niech ¥ = ¥; UXy U---UX,. Uogdlnione odwzorowanie Poin-
carégo P : Y — 3 jest zdefiniowane jako

P(z) = o(7(x),2), (1.14)

gdzie o(t, ) jest trajektoria ukladu startujaca z z, za$ 7(z) jest czasem, po ktérym
trajektoria (¢, ) powraca do zbioru X.

Odwzorowanie takie pojawia sie przy analizie ukladéw odcinkami liniowych.
Wiegksza liczbe hiperptaszczyzn stosuje sie réwniez w przypadku ukltadéw gladkich
w celu ograniczenia czasu powrotu do zbioru ¥ i uzyskania lepszej kontroli nad ble-
dami metody catkowania numerycznego.

Odwzorowanie Py, y,

Podczas analizy uktadéw ciaglych bedziemy réwniez zainteresowani odwzorowa-
niem, ktére punktom z jednej pltaszczyzny transwersalnej przyporzadkowuje punkty
z innej plaszczyzny. Pojawia si¢ ono w sposéb naturalny przy badaniu uogdlnionego
odwzorowania Poincarégo. Wybierzmy hiperplaszczyzny ¥ i 3s.

Odwzorowanie Ps 5, : 31 — Yo jest zdefiniowane przez

Py, (@) = o(7(2), @), (1.15)

gdzie T(x) jest czasem, po ktérym trajektoria o(t, z) osiaga Y.

W przypadku gdy hiperplaszczyzny 7 i Yo sa transwersalne do potoku odpo-
wiednio w punktach Z € ¥y oraz § = Px,5,(T) € 3a, to odwzorowanie Py, 5, jest
cigglte w pewnym otoczeniu punktu z.

Wyprowadzimy wzér na pochodna odwzorowania Ps,x, (poréwnaj [101]). Niech
h bedzie wektorem prostopadlym do plaszczyzny 3s.

Twierdzenie 1.5. Niech & € X1, § = Pg,5,(Z) = o(T,%) € X3 oraz h bedzie
wektorem prostopadlym do plaszczyzny Yo, ten. Yo = {x : hTx = hTy}. Zaléimy, Ze
pole wektorowe jest transwersalne do plaszczyzn 31 i Yo odpowiednio w punktach T
1 y. Wowczas macierz Jacobiego odwzorowania Ps,x, w punkcie T wyraza sie wzorem

Py o _ (7 TP 90 0
- @_O Mmﬂw@”' (1.16)
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Dowéd. Oznaczmy g(t,z) = hTo(t,2) — hTy.
9(T,2) = hTo(T,z) —hTg=hTyg—hTy =0, (1.17)
dg
ot
Zatem na podstawie twierdzenia o funkcjach uwiktanych istnieje otoczenie U punktu

Z oraz funkcja 7: U 3 x — 7(z) € R taka, ze g(7(z),z) = 0 dla kazdego = € U oraz
7(z) = T. Zachodzi warunek

99, .\

(1,2) = W7 2 o(1,7) = W7 2 0(0,5) = KT f(@) #0. (118)

@(T(@j) . dl(j) =0. (1.19)
Zatem
dij: —1 .@Ti‘f:;l.qj.ﬁ
A B T Ty R

Obliczmy pochodna odwzorowania Ps,x,

8P2122 _ 8<p N 3@ . dr N\
o (x)—%( (z),2) E(T(»T)ax) @(ff)
_Op, _ 1 dp, .
—a(r(a:),x) f(y)hTf@)hTafx( (z),7)
_ (7 _S@hTN 9
- (I hTf(y)) Pk

Powyzej odwzorowanie Pr, sy, traktujemy jako odwzorowanie z R™ do R"™. Po-
niewaz odwzorowanie Py, prowadzi z hiperplaszczyzny ¥; do hiperplaszczyzny
Yo, to po wprowadzeniu lokalnego ukladu wspélrzednych na ¥; i 35 mozna od-
wzorowanie Py, s, rozwazaé jako odwzorowanie z R"~! do R"~!. Przyktadowo, jesli
Y1 = {z : ; = const} za§ 3y = {z : x; = const}, to w celu otrzymania macierzy
Jacobiego odwzorowania Py, s, nalezy usunac ¢ty wiersz i j—ta kolumne z macie-
rzy (1.16).

Zauwazmy, ze aby obliczy¢ pochodna odwzorowania Ps, 5, , nalezy catkowac row-
nanie wariacyjne w celu znalezienia g—i(T, z).

1.2.3. Dynamika symboliczna

Jedna z czesto stosowanych metod charakteryzacji trajektorii ukladu jest dy-
namika symboliczna [103]. Trajektoriom przypisuje sie sekwencje symboli zgodnie
z kolejnoscia odwiedzania roztacznych zbioréw Ny, Na...,N,, przy czym zbiorowi
Nj, odpowiada symbol k.

Definiujemy zbior wszystkich obustronnie nieskoniczonych ciagéw symboli

Yo={s=(..,8-1,%0,51,82...): s € {1,2,...,p}}. (1.21)
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Trajektorii (...,x_1,%0,%1,T2,...) przypisujemy cigg symboli s € X, w ten sposdb,
ze x € Ny, .

Na przestrzeni ciagéw ¥, zdefiniowana jest operacja przesuniecia o: X, — X,
okreslona wzorem (0(s)); = Sit1.

Niech A = (aij)zjzl bedzie macierza kwadratowa wymiaru p X p o elementach
0 lub 1. Wprowadzamy oznaczenie

Y4 ={s€ Xy ags,,, = 1 dla kazdego k}. (1.22)

Odwzorowanie 04 = 0|X4 jest nazywane podprzesunieciem (ang. subshift) skoriczo-
nego typu dla macierzy A. Macierz A jest nazywana macierzq przejscia dla podprze-
suniecia o4. Okresla ona, w jakiej kolejnosci moga nastepowaé po sobie symbole.
Jesli a;; = 0, to po symbolu ¢ nie moze nastapié¢ symbol j, czyli podciag (i,7) jest
zabroniony.

Méwimy, ze dla odwzorowania f: X — X istnieje dynamika symboliczna o ma-
cierzy przejécia A, jesli istnieje homeomorfizm h: X +— X 4 taki, ze ho f = o4 0 h.
Istnienie homeomorfizmu h oznacza, ze trajektorii mozna w sposéb wzajemnie jed-
noznaczny przyporzadkowaé ciag symboli nalezacy do 3 4. Dopuszczamy rowniez sy-
tuacje, gdy odwzorowanie h nie jest réznowartoéciowe lub gdy dziedzina h nie jest
cale X. Moga wowczas istnie¢ dwie trajektorie, ktére realizuja ten sam ciag symboli
lub pewne trajektorie moga nie by¢ reprezentowane w sposéb symboliczny. W ta-
kim przypadku dynamika uktadu jest co najmniej tak skomplikowana jak dynamika
odwzorowania o 4.

k+1

"o o

Rys. 1.1. Odwzorowanie Bernoulliego

Najprostszy przyktad dynamiki symbolicznej obserwujemy dla odwzorowania
Bernoulliego (rys. 1.1) danego wzorem

f(z) =22 mod 1, (1.23)
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gdzie x € I = [0, 1]. Punktowi  mozna przypisaé reprezentacje binarna
z=0bibobs... =Y 277b;, (1.24)
j=1

gdzie b; jest réwne 0 lub 1. Dzialanie odwzorowania Bernoulliego w tej reprezentacji
polega na przesunieciu kropki o jedno miejsce w prawo i pominieciu cyfry jedno$ci.

Przypisujemy symbol 0 przedzialowi Iy = [0,0.5) oraz symbol 1 przedzialowi
I, = ]0.5,1]. Na podstawie trajektorii (xy) tworzymy ciag symboli: s = 0, jesli
xy, € Ig oraz s = 1, jesli x, € I;. Jest oczywiste, ze otrzymany w ten sposéb ciag
symboli dla trajektorii startujacej z punktu z pokrywa sie z reprezentacja binarna
punktu z.

W reprezentacji binarnej kazdy uklad cyfr 0, 1 jest dozwolony. Nie ma zatem
przejsé zabronionych miedzy symbolami i macierz przejScia ma postaé A = (% %)
Wynika stad, ze istnieje pelna dynamika symboliczna na dwdéch symbolach dla od-
wzorowania Bernoulliego.

W przypadku bardziej skomplikowanych odwzorowan, gdy zbiory Nj nie pokry-
waja calej przestrzeni stanu, musimy ograniczy¢ badanie trajektorii do czeSci nie-
zmienniczej zbioru Ny U No U --- U Np.

fiM,)

J(M)

fiM5)

Rys. 1.2. Podkowa Smale’a

Metoda dynamiki symbolicznej jest czesto stosowana w kontekscie uktadéw dy-
namicznych do analizy odwzorowan typu podkowy Smale’a. Odwzorowanie podkowy
jest czasem uzywane jako synonim zachowania chaotycznego. Podkowa Smale’a f jest
odwzorowaniem ciaglym zdefiniowanym na prostokacie X (rys. 1.2). Pod dzialaniem
f prostokat X jest $cidniety w kierunku pionowym, rozciagniety w poziomym, zagiety
oraz polozony na siebie. W zbiorze X wybieramy prostokaty N; i N» jak na rysunku.
Odwzorowanie f jest zdefiniowane w ten sposéb, ze na zbiorach Ny, N5 jest to odwzo-
rowanie liniowe. Badamy odwzorowanie f zaciesnione do zbioru X. Obrazy punktéw
nie nalezacych do N1 U Ny sa polozone poza zbiorem X.

Czes¢é niezmiennicza A zbioru X jest produktem dwdéch zbioréw Cantora. Mozna
wykazaé, ze dla dowolnego ciagu symboli o elementach ze zbioru {1,2} istnieje tra-
jektoria zawarta w czeSci niezmienniczej zbioru X, ktéra realizuje ten ciag symboli.
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Z liniowo$ci odwzorowania f na zbiorach N; oraz Ny wynika, ze istnieje tylko jedna
taka trajektoria. Zatem dla podkowy Smale’a istnieje pelna dynamika symboliczna
na dwoéch symbolach. Taks dynamike symboliczng bedziemy réwniez okresla¢ nazwa
dynamika symboliczna podkowy.

Zbiér A = Inv(X) zawiera przeliczalng liczbe orbit okresowych. Wszystkie orbity
okresowe sg typu siodlowego i sa geste w zbiorze A. Mozna réwniez wykazaé, ze zbiér
A zawiera nieprzeliczalng liczbe orbit nieokresowych oraz orbite gesta.

1.2.4. Entropia topologiczna

Entropia topologiczna odwzorowania f jest parametrem liczbowym charaktery-
zujacym szybko$é ,mieszania” punktéw przez odwzorowanie f [12, 112].

Przypomnimy najpierw oryginalng definicje entropii topologicznej. Niech (X, o)
bedzie zwarta przestrzenia metryczna, za$ «a otwartym pokryciem X, o = {A4;}7 ,
X c U, Ai, A; sa zbiorami otwartymi.

lloczynem pokryc o = {A;}7, i B = {B;}]L, nazywamy pokrycie

aVp={A;NBji=1,...,n,j=1,...,m}.

Pokrycie 3 = {A;; }71, (1 < i; < n) skladajace si¢ z wybranych zbioréw nalezacych
do pokrycia o = {A4;}_; nazywamy podpokryciem pokrycia «. Dla kazdego otwar-
tego pokrycia « przestrzeni X niech N(«) oznacza liczbe zbioréw w podpokryciu
o minimalnej mocy. Liczbe

H(a) = log N(a) (1.25)

nazywamy entropiq pokrycia c.

Niech f: X — X bedzie odwzorowaniem ciagltym. Dla pokrycia a = {4;} oznacz-
my f~1(a) = {f1(A;)}, gdzie f~1(A;) jest przeciwobrazem zbioru A; przez odwzo-
rowanie f.

Definicja 1.4. Granice

H(f,o) = lim 1 H(aV f~ o) V...V " (a) (1.26)

n—oo n

nazywamy entropig topologiczng przeksztalcenia f wzgledem pokrycia «. Liczbe H(f),
okreélona wzorem

H(f) = sup H(f,a) (1.27)
«@
nazywamy entropig topologiczng przeksztalcenia f. Supremum jest rozciagniete na
wszystkie mozliwe pokrycia otwarte .

Jedng z podstawowych wlasnoéci entropii topologicznej jest jej niezmienniczosé
wzgledem sprzezenia. Jesli uklady (X, f) i (Y, g) sa topologicznie sprzezone (tzn. jesli
istnieje homeomorfizm h : X — Y taki, ze ho f = go h), to H(f) = H(g). Jesli
odwzorowanie h jest surjekcja, to zachodzi nieréwnosé H(f) > H(g).
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Podana definicja entropii topologicznej nie jest wygodna dla celéw obliczenio-
wych. Definicja réwnowazna opiera sie na pojeciu zbioru (n,e)-rozdzielonego [12].
Zbiér E C X nazywamy (n,e)-rozdzielonym, jesli dla dowolnych réznych punktéw
x,y € E istnieje j € {0,1,...,n — 1} takie, Zze odleglo$é¢ punktéw f7(z), f7(y) jest
wieksza od €.

Zdefiniujmy przez s, (¢) moc maksymalnego zbioru (n, e)-rozdzielonego

sn(e) = max{card E: E jest (n,¢e)-rozdzielony},

gdzie card F oznacza moc zbioru E.
Ponizsze twierdzenie méwi, jak uzywajac zbioréw (n,e)-rozdzielonych, mozna
obliczaé¢ entropig¢ topologiczna.

Twierdzenie 1.6. Niech f bedzie odwzorowaniem cigglym. Wowczas

1
H(f) = lim lim sup — log s, (¢). (1.28)
e—=0 n—oo N
Przedstawiona zostala definicja entropii topologicznej dla ukladu dyskretnego.
Whprowadzimy teraz definicje entropii ciagtego uktadu dynamicznego [29].

Definicja 1.5. Entropig topologiczng ciaglego uktadu dynamicznego {X, R, 7} nazy-
wamy liczbe

H(r) = H(m), (1.29)

gdzie odwzorowanie m;: X — X jest przesunieciem o czas t zdefiniowanym jako
m(x) = 7(z, ).

Zachodzi réwnos$é¢ H(m;) = |¢t| H(m ), co pozwala przeliczaé entropie topologiczna
przesunieé o rézny czas [29, str. 218].

Entropia topologiczna ukladéw zachowujacych sie w sposéb regularny (np. po-
siadajacych stabilny punkt staly, ktéry przyciaga wszystkie trajektorie) jest réwna
zeru. Méwimy, ze uklad jest chaotyczny w sensie topologicznym, jesli jego entropia
topologiczna jest dodatnia.

1.3. Uktady chaotyczne

W niniejszej pracy bedziemy rozwazaé uktady nieliniowe generujace skomplikowa-
ne oscylacje. Nazywane sa one ukladami chaotycznymi. Zdefiniujemy obecnie pojecie
ukladu chaotycznego oraz podamy podstawowe wlasnosci takich uktadow.

Istnieje wiele réznych definicji uktadu chaotycznego. Podamy definicje zaczerp-
nietg z pracy [53] bazujaca na pojeciu punktu homoklinicznego. Istnienie transwer-
salnych punktéw homoklinicznych komplikuje strukture trajektorii. W uktadach dy-
namicznych posiadajacych transwersalne punkty homokliniczne wystepuje zjawisko
podkowy Smale’a, co w konsekwencji implikuje istnienie nieskoniczenie wielu punk-
téw okresowych ukladu dynamicznego. Atraktor nazywamy chaotycznym, jesli zawie-
ra transwersalng orbite homokliniczng. Uklad nazywamy chaotycznym, jesli posiada
chaotyczny atraktor.
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Jedng z wazniejszych cech uktadéw chaotycznych jest czulosé na zmiane warun-
kéw poczgtkowych, wyrazajaca sie istnieniem dodatniego wykladnika Lapunowa [27].
Najwiekszy wyktadnik Lapunowa A; okresla typowa szybkosé wzrostu odlegtosci roz-
wiazan ukladu startujacych z dwoch blisko potozonych punktéw nalezacych do danego
atraktora. Rozwigzania oddalaja sie od siebie poczatkowo z eksponencjalng predko-
écia. Odleglo$é miedzy nimi roénie zgodnie z wzorem ||7(x,t) —7(y, t)|| = ||z —y|| eM L.
Nalezy zwréci¢ uwage, ze rozwiagzania startujace z obu punktéw poczatkowych naleza
do atraktora, a zatem odlegto$¢ miedzy nimi nie moze rosnaé¢ w sposéb nieograniczony.
Jednak po pewnym czasie rozwiazania te staja sie nieskorelowane. Czulo$é na zmiane
warunkéw poczatkowych jest na tyle wazna cecha uktadéw chaotycznych, ze w wielu
pracach pojawia si¢ ona w definicji atraktora chaotycznego. Przykladowo w pracy [52]
atraktorem chaotycznym nazywa sie¢ atraktor, dla ktérego typowa orbita posiada do-
datni wyktadnik Lapunowa. Czulo$é na zmiane warunkow poczatkowych oznacza, ze
z praktycznego punktu widzenia uktady chaotyczne sg nieprzewidywalne w diugim
czasie. Zawsze istnieje pewien blad pomiaru warunkéw poczatkowych uktadu. Réz-
nica miedzy rozwiazaniem rzeczywistym a rozwiazaniem obliczonym na podstawie
zmierzonych warunkéw poczatkowych ros$nie z czasem w sposéb eksponencjalny.

Kolejna wlasnoscia uktadéw chaotycznych jest dodatnio$¢ entropii topologiczne;j.
W niektérych pracach wlasnosé ta jest podawana jako definicja chaosu. Nalezy jednak
zwrocié uwage, ze dodatniosé entropii topologicznej nie implikuje istnienia atraktora
i jest warunkiem stabszym niz poprzednie. Zatem w ukladzie, ktory posiada dodatnia
entropie topologiczna, mozemy nie obserwowac zachowan chaotycznych dla typowej
trajektorii.

Inna cecha atraktoréw chaotycznych jest istnienie (przy pewnych zalozeniach)
nieskonczenie wielu niestabilnych orbit okresowych nalezacych do atraktora. Typowa
trajektoria odwiedza wszystkie czesci atraktora i przechodzi nieskonczenie wiele razy
dowolnie blisko kazdego punktu nalezacego do atraktora.

1.4. Przykladowe uktady nieliniowe

W tym podrozdziale podane zostana przyktady uktadéw nieliniowych rozwaza-
nych w niniejszej pracy.

1.4.1. Odwzorowanie logistyczne

Odwzorowanie logistyczne jest nieliniowym odwzorowaniem jednej zmiennej
f(z) = ax(l —z), (1.30)

zdefiniowanym na odcinku I = [0, 1]. Odwzorowanie to bedziemy rozwazaé z para-
metrem a = 3.9. Dla tej wartoéci parametru obserwuje sie zachowanie chaotyczne.
Trajektore odwzorowan jednowymiarowych czesto przedstawia sie za pomoca wykre-
su schodkowego, gdzie punkty xj trajektorii rysuje si¢ na przekatnej kwadratu, zas
w celu zobrazowania przejécia xx — xr41 = f(x) rysowany jest schodek zlozony

z odcinkéw (2, xx)(zk, f(2r)) oraz (zk, f(zx))(f(zx), f(ak))-
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Rys. 1.3. Odwzorowanie logistyczne, trajektoria punktu & = 0.3 zlozona z 80 punktéw
przedstawiona za pomoca wykresu schodkowego

Przyktadowa trajektoria odwzorowania logistycznego jest przedstawiona na ry-
sunku 1.3.

Na rysunku tym zaznaczono réwniez punkty stale, ktore sa potozone na przecieciu
przekatnej z wykresem funkcji f. Odwzorowanie logistyczne posiada dwa punkty stale:
21 =0, 29 = 1—a~! ~ 0.7436. Pochodne f w punktach stalych sa réwne odpowiednio
f'(xz1) = 3.9 oraz f'(x2) = —1.9, co oznacza, ze oba punkty stale sa niestabilne.

1.4.2. Odwzorowanie Hénona

Odwzorowanie Hénona [59] podane jest wzorem
h(z1,22) = (14 x5 — az?, bry). (1.31)

Dla klasycznych wartosci parametréw a = 1.4, b = 0.3 obserwuje sie atraktor Hénona
(rys. 1.4).

Wiadomo, ze czworokat 2 = ABCD, gdzie A=(—1.33,0.42), B=(1.32,0.133),
C = (1.245,-0.14) oraz D = (—1.06,—0.5), jest zbiorem pulapka dla odwzorowania
Hénona, tzn. h(2) C . Zbiér 2 zawiera w sobie atraktor Hénona obserwowany
numerycznie.

Odwzorowanie Hénona posiada dwa niestabilne punkty state

b—1++/(1-0)2+4a
ot = (o, ba), 2F = 90 . (1.32)

Ty

Punkt 2% ~ (0.631,0.189) nalezy do zbioru Q, za$ =~ ~ (—1.131,—0.339) lezy poza
tym zbiorem (rys. 1.4). Oba punkty stale sa typu siodlowego. Wartosci wlasne ma-
cierzy Jacobiego h’ dla T sg réwne A1 =~ 0.1559, Ao &~ —1.9237, za$ dla x~ sg réwne
A1 &~ 3.2598, Ay = —0.092.
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Rys. 1.4. Trajektoria odwzorowania Hénona sktadajaca si¢ z 10 000 punktéw oraz zbidr €,
niestabilne punkty state: z+ € Q (symbol ,+”) oraz = & Q (symbol ,")

1.4.3. Odwzorowanie Ikedy

Odwzorowanie Ikedy [55] dane jest nastepujacym réwnaniem
f(z) =p+ Bexp (ix —ia/(1 + |2[?)) 2, (1.33)

gdzie z = x1 + ixo jest liczba zespolona. Odwzorowanie to mozna réwniez zapisaé
w postaci

f(z1,22) = (p+B(x1 cost—zysint), B(xy sint+xzg cost)), (1.34)

gdzie t = t(x1,72) = k — /(1 + 23 + 23).
Zauwazmy najpierw, ze kula

K =B((p,0),pB/(1 - B)) (1.35)
jest zbiorem pulapka dla f (tzn. f(K) C K) [55]. Dla z € K mamy
pB pB
—-p| < < =
10 sl < Bl < B (p+ 205 ) = {20

czyli f(z) € K.

Przykladowa trajektoria odwzorowania Ikedy dla parametréw o wartosciach p=1,
B =0.9, k =0.41ia = 6 jest pokazana na rysunku 1.5a. Dla tych wartoéci parametréw
odwzorowanie Ikedy posiada trzy punkty stale

P, ~ (2.972132,4.145946),
P, ~ (0.532755,0.246897),
Py ~ (1.114270, —2.285694).
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Pierwszy z nich (niewidoczny na rysunku) jest stabilny, a pozostale dwa sa niestabilne.
P, nalezy do atraktora obserwowanego numerycznie, zas Ps jest potozony nieznacznie
ponizej (rys. 1.5a). Wartosci wlasne wynosza odpowiednio Ay 2 =~ 0.8517 £ 50.2908,
dla Py, A\ &~ —2.3897, Ay ~ —0.339 dla P, oraz A\, ~ 1.6592, Ay ~ 0.4882 dla Ps.
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Rys. 1.5. Odwzorowanie Ikedy, a) a = 6, trajektoria punktu (0,0), niestabilny punkt sta-
ty P, (symbol ,%”), niestabilny punkt staly Ps (symbol ,+7); b) « = 6, przebieg czasowy
zmiennej x1; ¢) a = 3, przebieg czasowy zmiennej x1; d) o = 7, przebieg czasowy 1

Przy zmianie parametrow odwzorowania Ikedy w jego zachowaniu nastepuja
istotne zmiany (tzw. bifurkacje). Wygenerowana przez komputer trajektoria punk-
tu (z,y) = (0,0) dla réznych wartosci parametru « jest przedstawiona na rysun-
kach 1.5b-d. Dla o = 3 trajektoria zmierza do punktu statego. Dla o = 6 trajektoria
jest chaotyczna, za$ dla a = 7 trajektoria poczatkowo wykazuje skomplikowane oscy-
lacje, ale jej zbiorem granicznym jest orbita o okresie 2.

1.4.4. Obwéd Chuy

Obwo6d Chuy [15] przedstawiony na rysunku 1.6 jest ukladem rzedu trzeciego,
zbudowanym z pieciu elementéw liniowych (pojemnosci Cq, Ca, indukeyjnosci L i re-
zystancji Ry, R) oraz jednego elementu nieliniowego oznaczonego symbolem Ng.
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Rys. 1.6. Obw6d Chuy

Idealny obw6d Chuy opisywany jest przez autonomiczny uktad réwnan réznicz-
kowych trzeciego rzedu

diL’l 1

1 gy = g2 —21) —g(z1),
dx 1
CQT: = E(aﬁ — J)g) + 3, (136)
dz
LT: = —X9 — RQ.Z‘?,,

gdzie g(-) jest trojsegmentowa funkcja odcinkami liniowa
9(2z) = Gpz +0.5(G, — Gp)(|]z + 1] — |z — 1]). (1.37)

W uktadzie tym wystepuje wiele ciekawych zjawisk dynamicznych. Przy réznych
wartosciach parametréw obserwowano stabilne punkty stale, orbity okresowe o réz-
nych dlugosciach, zjawisko podwajania okresu, wiele rodzajéw dziwnych atraktorow,
np. atraktor typu Roesslera, double-scroll, double-hook [15]. W niniejszej pracy po-
wyzszy uktad rozwazany jest z nastepujacymi wartosciami parametréw

Cy=1,C5 = 9.3515,G, = —3.4429, G, = —2.1849,

(1.38)
L = 0.06913, R = 0.33065, Ry = 0.00036.

Dla tych wartosci parametréw obserwuje sie atraktor typu double-scroll (rys. 1.7).
Poniewaz prawa strona réwnania (1.36) jest odcinkami liniowa, to spelnia glo-
balny warunek Lipschitza. Zatem na podstawie Twierdzenia 1.2 uklad (1.36) posiada
wlasnos¢ jednoznacznosci rozwiazan.
Obwdd Chuy posiada trzy punkty stalte

= (070a0)7

Gb + (R + Ro)
~ £(1.5045,0.0016, —4.545).

X

—(LRy(Ro+R)™",—(Ro+ R) ") ~

Dla trywialnego punktu stalego macierz Jacobiego posiada jedna niestabilna
i dwie stabilne wartoSci wlasne: A; = 0.728, Ay 3 = —0.319 £ j0.892. Dla punktéw xt
wartosci wlasne sa réwne A\ 2 ~ 0.061 + j, A3 =~ —1.29.
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Rys. 1.7. Obw6d Chuy: a) trajektoria typu double-scroll; b) przebieg czasowy napiecia x1

1.4.5. Obwdéd Chuy z gladka nieliniowo$cig

Poprzednio opisany zostat obwdd z elementem nieliniowym o charakterystyce
odcinkami liniowej. Obecnie przedstawimy jego modyfikacje polegajaca na zastapie-
niu odcinkami liniowej charakterystyki rezystora nieliniowego za pomoca wielomianu
rzedu trzeciego [65]. Elektroniczna implementacja nieliniowosci tego typu za pomoca
analogowych ukladéw mnozacych oraz wzmacniaczy operacyjnych zostata opisana w
pracy [122]. Obwéd jest opisany nastepujacym réwnaniem stanu

dx 1
CIT; = E(mz — 1) — g(z1),
dx 1
CQT; = E(Il — 1‘2) + 3, (139)
dx
LT; = —x2 — Roxs,

gdzie g(-) jest wielomianem rzedu trzeciego
9(2) = 12 + g22°. (1.40)

W niniejszej pracy bedziemy rozwazaé¢ uklad (1.39) z nastepujacymi wartosciami
parametréw

Ch=0.7,Co = 7.8,L = 1.891, R = 1.964,

(1.41)
Ry =0.01499, g1 = —0.59, g2 = 0.02.
Rozwazany uklad posiada trzy punkty stale okreslone wzorami
x = (0,0,0), (1.42)
a* = £21(1, Ro(Ro + R) ™, —(Ro + R) ™), (1.43)

gdzie x1 = \/—(91 +(R+ Ro)~)g5 "
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Dla wartosci parametréw (1.41) 2% = 4(2.0578,0.015587, —1.0398). Wartosci
wlasne dla trywialnego punktu statego sa réwne: A\; ~ 0.1954, Ay 3 =~ —0.0766+50.191.
Dla z+ sa one réowne: A2 ~ 0.0127 £ 50.218, A3 = —0.346.

,xl

,xl

IR AR AR b5 L4,

Rys. 1.8. Trajektorie obwodu z gladka nieliniowoscia: a) R = 2.2; b) R = 2.15; ¢) R = 2.14;
d) R=2.137;e) R =2.1; f) R = 1.964

Wyniki symulacji réwnan obwodu dla réznych wartoéci parametru R zostaly
przedstawione na rysunku 1.8. Mozna zaobserwowaé jedna z typowych dla uktadéw
nieliniowych serie bifurkacji podwajania okresu prowadzaca do zachowania chaotycz-
nego. Przy zmianie parametru obserwuje sie kolejne bifurkacje prowadzace do powsta-
wania stabilnych orbit okresowych o okresie w przyblizeniu dwukrotnie dtuzszym niz
dotychczas istniejace.
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Dla R = 2.2 istnieje stabilna orbita o okresie podstawowym (rys. 1.8a). Przy
zmniejszaniu wartosci parametru orbita okresowa traci stabilnodé i rodzi sie stabilna
orbita o okresie w przyblizeniu dwa razy dluzszym (rys. 1.8b). Przy dalszym zmniej-
szaniu R obserwujemy orbity o okresie 4 i 8 (rys. 1.8¢, d). Dla wartosci R = 2.1 ma-
my zachowanie chaotyczne w postaci atraktora typu Roesslera (rys. 1.8e). Dla jeszcze
mniejszych warto$ci R dwa atraktory typu Roesslera zderzaja sie ze soba i powstaje
atraktor typu double—scroll (rys. 1.8f).

1.4.6. Uklad Roesslera

Kolejnym czesto rozwazanym ukladem nieliniowym jest uklad Roesslera. Jest to
uklad rzedu trzeciego z gtadka prawsa strona

d I —T2 — I3
T To | = T1 + axs . (1.44)
T3 b+ xz3(x1 —¢)

Dla wartosci parametrow

a=0.2 b=02, c=5.17,

Rys. 1.9. Atraktor Roesslera (a); przebieg czasowy zmiennej z1 (b)

Dla rozwazanych wartosci parametrow uktad Roesslera posiada dwa punkty state
okreélone wzorem

+ +
¥ = (axy, —23,23

+ V2 — 4ab
£ o), of = ZYE D (1.45)
2a
Punkt % 2 (5.69, —28.5,28.5) lezy poza atraktorem, za$ z~ =~ (0.007,—0.035,0.035)
jest potozony w érodku obszaru zajmowanego przez atraktor. Dla x— mamy jedna
stabilng i dwie niestabilne wartosci wlasne: A\; o ~ 0.097 £ 50.995, A3 =~ —5.6869.
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1.4.7. Uklad Lorenza

Uktad Lorenza [79] powstaje jako uproszczony model konwekeji ptynéw w dwu-
wymiarowej warstwie ogrzewanej od dotu. Jest on opisany nastepujacym réwnaniem
rézniczkowym

d I STog — ST
T To | = | rey — 20 — 123 | . (1.46)
Zs3 T1T2 — 4T3

Uklad Lorenza bedziemy rozwazaé z nastepujacymi warto$ciami parametréw
s=10, r=28, ¢=8/3.

Na rysunku 1.10 przedstawiono typowa trajektorie uktadu Lorenza oraz przykla-
dowy przebieg czasowy zmiennej xs.

X X
3 2
a) 50 = (RS B e T ™ b) TR
L : ! - : ] 20
40> r
L 10:,
30 H |
o & (
20 F
F -10 mis
10/ - ‘ ‘
r ! \ ! 1 _20} L L
0 L. \ Lo \ g% E A L R
20 10 0 10 20 0 20 40

Rys. 1.10. Atraktor Lorenza (a); przebieg czasowy zmiennej z2 (b)

Dla rozwazanych wartosci parametréw ukltad Lorenza posiada trzy punkty sta-
te. Jednym z nich jest poczatek uktadu wspolrzednych. Wartoéci wlasne macierzy
Jacobiego w tym punkcie sg rowne: A\ ~ 11.83, Ay ~ —2.67, A3 ~ —22.83.

Pozostate punkty stale sa okreslone wzorami

2 =(£/q(r—1), £/q(r—1),r—1)~ (£8.49, +8.49,27).  (1.47)

Wartosci wlasne sg réwne A; o ~ 0.094 £ j10.19, A3 =~ —13.854.

1.5. Analiza uktadéw nieliniowych

W poprzednim podrozdziale przedstawiono kilka przyktadéw uktadéw nielinio-
wych, oraz wybrane trajektorie tych ukladéw. Aby méc powiedzieé¢ cos wiecej na
temat dynamiki uktadéw, mozna generowaé wiele trajektorii startujacych z réznych
warunkéw poczatkowych. Taka metoda analizy jest raczej czasochtonna i nie daje
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nam zbyt bogatej informacji na temat rozwazanego uktadu. Nie ma nawet pewno-
$ci, ze stosujac te metode zlokalizujemy wszystkie stabilne orbity okresowe o niskich
okresach, zeby nie wspomnie¢ rozwigzan niestabilnych. Stabilne rozwigzania okresowe
moga mieé¢ bardzo male baseny przyciagania w poréwnaniu z rozmiarem badanego
obszaru i znalezienie ich przy starcie z przypadkowych warunkéw poczatkowych moze
sie nie udaé. Przyktady zostana podane w dalszej czesci pracy.

Istnieje wiele analitycznych metod badania ukladéw nieliniowych. Bogaty prze-
glad takich metod mozna znalezé w pracach [53, 118, 103, 75, 107]. Cze$¢ tych metod
nadaje sie do zastosowania tylko w przypadku bardzo prostych uktadéw. Niektére sa
opracowane dla konkretnych uktadéw dynamicznych i ich zastosowanie w ogélnej sy-
tuacji jest trudne lub niemozliwe. Juz choéby rozwiazanie tak prostych zagadnien jak
obliczenie trajektorii ukladu w sensie $cistym jest dla wigkszosci ukladéw dynamicz-
nych zagadnieniem nierozwigzywalnym analitycznie. Podobnie udowodnienie istnienia
orbity okresowej nie jest zagadnieniem trywialnym.

W niniejszej pracy wykazemy, iz arytmetyka przedzialowa pozwala na skonstru-
owanie metod analizy, ktére mozna zastosowaé¢ do badania bardzo szerokiej klasy
uktadéw. Opiszemy wybrane metody analizy ukladéw nieliniowych wykorzystujace
arytmetyke przedzialowa. Pokazemy, jak za pomoca metod arytmetyki przedzialowej
mozna w sposob Scisty wyznaczaé trajektorie uktadu, dowodzié¢ istnienia orbit okre-
sowych (réwniez niestabilnych), znajdowaé wszystkie orbity okresowe o ustalonym
okresie, dowodzi¢ istnienia dynamiki symbolicznej i inne.

1.6. Arytmetyka przedzialowa

W podrozdziale tym przedstawiony zostanie krétki opis arytmetyki przedzialo-
wej. Szczegdlowy opis mozna znalezé w monografiach [88, 3].

Przez przedziatl bedziemy rozumieé¢ domkniety ograniczony zbiér liczb rzeczywi-
stych postaci

x=[a,b] ={z:a <z < b} (1.48)

Przedzial mozna réwniez rozwazaé jako uporzadkowana pare dwoch liczb rzeczywi-
stych a and b, bedacych jego koncami. Wektor przedziatowy wymiaru n jest to upo-
rzadkowany ciag n przedzialéw v = (x1,Xq, . .., X, ). Wektor przedzialowy o wymiarze
n odpowiada kostce w przestrzeni R™: {(z1,22,...,2,): x; €x; dlai=1,...,n}.

W niniejszej pracy bedziemy uzywadé liter pogrubionych do oznaczenia przedzia-
16w, wektoréw przedziatowych i macierzy przedzialowych i zwyklych liter do oznacza-
nia wielko$ci ,,rzeczywistych”. Do zapisu wielkoéci przedzialowych bedziemy niekiedy
stosowaé skr6cona notacje. Przyktadowo, przedzial [1.23233343, 1.23233369] bedziemy
zapisywa¢ w postaci 1.23233353.

Dla danego przedzialu x = [a, b] definiujemy szerokos$é przedzialu Diam(x) oraz
srodek przedzialu Mid(x) jako

Diam(x) =b—a, Mid(x)=0.5(b+ a). (1.49)
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Szerokos¢ i érodek wektora przedzialowego i macierzy przedzialowej definiujemy
jako wektor rzeczywisty lub macierz rzeczywista, ktérych elementami sa odpowiednio
szeroko$ci lub érodki odpowiednich przedziatéw.

Na zbiorze przedzialéw definiujemy podstawowe operacje arytmetyczne

x1 0%y ={x =21 029 T € X1,22 € Xa}, (1.50)

gdzie ¢ jest jednym z nastepujacych operatoréw: +, —, - lub /. Wszystkie operatory
poza dzieleniem sa zdefiniowane dla dowolnych przedzialéw. W przypadku dzielenia
zakladamy, ze 0 € xo. Poniewaz liczba rzeczywista a moze byé potraktowana jako zde-
generowany przedzial a = [a, a], to arytmetyka przedzialowa zawiera w sobie zwykla
arytmetyke ,rzeczywista”.

Dla wszystkich podstawowych operacji arytmetycznych wynik mozna obliczy¢,
wykonujac odpowiednie operacje arytmetyczne na koncach przedziatéw. Przyktadowo
dla dodawania i mnozenia przedzialow reguly sa nastepujace

[a,b] + [c,d] = [a+ ¢, b+ d],
[a, b] * [¢,d] = [min{ac, ad, be, bd}, max{ac, ad, be, bd}].

W praktyce nie jest mozliwe wykonanie operacji arytmetycznych (rzeczywistych
czy tez przedzialowych) z nieskoficzona dokladnoscia. JesteSmy zatem ograniczeni
przez reprezentacje o skonczonej precyzji. Mozliwa jest implementacja arytmetyki
przedzialowej na komputerze w taki sposob, aby obliczony przedzial zawsze zawieral
Scisty wynik. W ,najlepszej” implementacji arytmetyki przedzialowej obliczony przez
komputer prawy koniec przedziatu jest najmniejsza liczba reprezentowalng maszyno-
wo, ktéra jest nie mniejsza niz prawdziwy prawy koniec, za$ obliczony lewy koniec
jest najwieksza liczbg reprezentowalna maszynowo nie wieksza niz prawdziwy lewy
koniec.

Funkcje elementarne implementuje si¢ w sposéb Scisty, korzystajac z rozwiniecia
Taylora funkcji. W obliczonym wyniku uwzglednia si¢ btad popelniony przez opusz-
czenie wyrazdéw wyzszego rzedu. Dla funkcji monotonicznych (np. exp, log) oblicza
sie wartosci na koncach przedzialu ustawiajac odpowiedni rodzaj zaokraglania przy
wykonywaniu operacji elementarnych. Dla funkcji niemonotonicznych (np. sin, cos)
bada sie dodatkowo warunki na istnienie eksreméw lokalnych wewnatrz badanego
przedziatu.

Istnieje pelna gama algorytméw przedziatowych, ktére moga byé wykorzysta-
ne do rozwiazania réznorodnych probleméw obliczeniowych. Bogaty przeglad moz-
na znalez¢ w pracach [87, 88, 3]. Niektdre algorytmy przedzialowe sg rozszerzeniem
odpowiednich algorytmow dla liczb rzeczywistych. Mozna do nich zaliczy¢ metody
obliczania trajektorii ukladu ciaglego za pomoca rozwiniecia Taylora. Istnieja row-
niez algorytmy specyficzne dla arytmetyki przedzialowej. Metody ,samosprawdzajace
sie” zwane réwniez metodami inkluzji naleza do tej wlasnie klasy. Przykladem sg me-
tody dowodu istnienia i jednoznacznoSci zer funkcji omawiane w niniejszej pracy.
Mozliwos¢ konstrukeji takich algorytmoéw wynika z dualnego charakteru przedziatu.
Poniewaz przedzial jest nie tylko liczba reprezentowana przez swoje konce, ale jest
réwniez zbiorem liczb rzeczywistych, to mozna obliczy¢ przeciecie dwoch lub wiecej
przedzialéw lub sprawdzié zawieranie jednego przedzialu w drugim.
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1.6.1. Efekt pakowania

Efekt pakowania zostal opisany juz w pracy [87] w kontekécie catkowania ukla-
déw réownan rézniczkowych za pomoca arytmetyki przedzialowej. Reprezentowanie
wynikéw obliczen jako iloczynu kartezjanskiego przedzialéw odpowiada w pewnym
sensie ,pakowaniu” przedmiotéw do pudetka. Stad nazwa efekt pakowania (ang. wrap-
ping effect). Przy reprezentowaniu obiektéw dowolnego ksztaltu za pomoca wekto-
réw przedzialowych, czyli prostopadlo$ciennych pudetek o krawedziach rownoleglych
do osi uktadu wspolrzednych dochodzi do przeszacowania wyniku. Przeszacowanie
to propaguje sie, gdy posrednie wyniki sg wykorzystywane w dalszych obliczeniach.
Szczegoblnie wyraznie widac¢ to przy obliczeniach opartych na wzorach rekurencyjnych,
do ktorych nalezy wyznaczanie trajektorii uktadu dynamicznego. Przyktad wpltywu
efektu pakowania na obliczanie trajektorii ukladu liniowego oraz zaburzonego uktadu
nieliniowego zostanie szczegélowo opisany w rozdziale 2.

Wystepowanie efektu pakowania nie jest jednak ograniczone do wyznaczania tra-
jektorii uktadéw dynamicznych. Przy obliczeniach w arytmetyce przedzialowej wynik
kazdej posredniej operacji jest przedzialem. Jesli jakas wielko$é kilkakrotnie pojawia
sie w obliczeniach, to poniewaz nie sa pamietane zaleznosci miedzy przedziatlami, mo-
ze sie zdarzy¢, ze wynik obliczen jest przeszacowany. Najpro$ciej mozna to zauwazy¢
przy probie obliczenia wyniku operacji 2z — x dla x € x, korzystajac z metod arytme-
tyki przedziatowej. Przykladowo jesli x = [0,1] to 2x — x = [—1, 2], gdy tymczasem
wiadomo, ze prawdziwy wynik jest réwny x = [0,1]. Obserwujemy zatem znaczne
przeszacowanie wyniku.

Podobnie zauwazmy, ze zastosowanie wzoru 2

= xx nie daje optymalnych wy-

nikéw, przyktadowo dla x = [—1, 2] otrzymujemy x? C xx = [—1,2]-[-1,2] = [-2,4],
gdy tymczasem wiemy, ze wynik {z%: z € [~1,2]} = [0,4] jest zawarty w dodatniej
potosi R,

W powyzszych przyktadach latwo mozna poprawié¢ technike obliczen, tak aby
uzyska¢ wynik doktadny. W celu zobaczenia wplywu efektu pakowania na bardziej
skomplikowanym przykladzie, gdzie nie ma prostej redukeji sktadnikéw, obliczmy war-
tos¢ wyrazenia

—x + 2y

f($7y): 2ty

0.2y (1.51)

dlaz € x=10,1], y € y = [1, 3]. Bezposrednie obliczenia w arytmetyce przedzialowej
daja wynik

_ —[0,1]+2[173} [1,6]
fxy) = 2[0,1] + [L, 3] 1,5]

= [0.2,6] — [0.2,0.6] = [-0.4,5.8].

—0.2[1,3] =

—[0.2,0.6] =

Jest to przedzial o szerokosci Diam(f(x,y)) = 6.2. Wiadomo jednak, ze prawdziwy
wynik nalezy do przedzialu [—0.2 + 1/3,1.8] o szerokosci 5/3. Obserwujemy bardzo
znaczne przeszacowanie wyniku. Odpowiedzialne za to jest wielokrotne wystepowanie
zmiennych x, y we wzorze.

42



Przy okazji zobaczmy, w jaki sposéb wynik moze zaleze¢ od postaci wzoru. Jesli
do obliczenia wartosci f uzyjemy rownowaznego z matematycznego punktu widzenia
wzoru
—x + 2y — 0.4xy — 0.2y>

2z +y

fla,y) = ; (1.52)
to otrzymamy wynik f(x,y) = [—2,5.8] o szerokosci 7.8 > 6.2. Widaé zatem, ze wynik
obliczen moze zmienia¢ sie znacznie zaleznie od uzytego wzoru.

Istnieje wiele metod ograniczenia wplywu efektu pakowania. Jedna z nich jest
uzycie wzoru opartego na twierdzeniu o wartosci Sredniej (zobacz podrozdz. 2.1.2).
Okazuje sie jednak, ze uzycie tej metody dla szerokich przedzialéw x, y nie daje
spodziewanej poprawy. Dla x, y takich jak poprzednio otrzymuje sie przedzial o sze-
rokosci 25, czyli znacznie wiekszy niz przy bezposrednim uzyciu wzoru (1.51). Meto-
da oparta na twierdzeniu o wartosci sredniej dziala dobrze dla waskich przedzialéw
wejsciowych. Przyktadowo f(]0.99,1],[2.99, 3]) obliczone w arytmetyce przedzialowej
daje wynik o szerokodci 0.014, natomiast metoda oparta na twierdzeniu o wartosci
Sredniej daje wynik o szerokosci réwnej 0.008.

Inne metody zmniejszenia wplywu efektu pakowania polegaja na uzywaniu roz-
nych reprezentacji posrednich wynikéw obliczen (zobacz podrozdz. 2.2.5). Uzywane sa
rozwinigcia Taylora pierwszego rzedu — arytmetyka afiniczna [28]. Do reprezentacji
wektoréw przedzialowych mozna uzywaé réwnolegltodcianéw [77, 78] lub specjalnych
klas wielogcianéw [73, 72].

1.6.2. Oprogramowanie do obliczen przedzialowych

Istnieje wiele pakietéw oprogramowania, ktére moga by¢ uzywane do przeprowa-
dzania obliczeni w arytmetyce przedzialowej. Sa one dostepne jako biblioteki w C [68,
74], C++ [66, 69], Fortranie [63, 116], Pascalu [67, 56] oraz jako zestaw procedur
w Matlabie.

1.6.3. Automatyczne rézniczkowanie

W wielu zastosowaniach niezbedne jest obliczenie pochodnej funkcji. Jesli chcemy
pochodne zastosowaé¢ w programie komputerowym mamy kilka mozliwosci. Pierwsza
opcja jest reczne wyprowadzenie wzorow na pochodne i wpisanie ich do programu.
Druga mozliwo$é to wykorzystanie pakietu do obliczen symbolicznych (np. Maple
lub Mathematica) do wyprowadzenia wzoréw na pochodne i wklejenie odpowiedniego
kodu do programu. Obie te metody prowadza do dokladnych wynikéw na pochod-
ne. Okazuje sie jednak, ze zastosowanie ich w przypadku bardziej skomplikowanych
funkcji lub w przypadku koniecznosci obliczania pochodnych wysokiego rzedu czesto
nie jest mozliwe. Powodem sa duze wymagania co do czasu obliczen, wykorzystanej
pamieci oraz rozmiaru wyniku, ktéry musi by¢ wprowadzony do programu.

Czesto stosowana metoda uzyskania przyblizonych warto$ci pochodnych jest za-
stosowanie przyblizenia opartego na ilorazach skoficzonych réznic. Ta metoda wpro-
wadza bledy obciecia, co moze prowadzi¢ do bardzo niedoktadnych wynikéw. Jesli
celem jest uzyskanie wynikéw doktadnych, metoda nie nadaje sie do uzycia.
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Okazuje sie jednak, ze wbrew potocznemu mniemaniu obliczenie pochodnych
funkcji jest stosunkowo proste. Wykorzystuje sie¢ do tego metody automatycznego
rézniczkowania [102]. Obliczanie wartodci funkeji oraz jej pochodnej jest wykonywa-
ne przez program réwnoczes$nie. Uzytkownik (autor programu komputerowego) musi
podaé jedynie metode obliczania wartosci funkcji. Pochodne sa obliczanie za pomoca
wzoru na pochodng zlozenia. Spis dostepnych narzedzi do wykonywania automatycz-
nego rézniczkowania mozna znalezé w pracy [62].

1.6.4. Program komputerowy do Scistej analizy ukladow

W ramach przygotowywania niniejszej pracy opracowano program komputerowy
do $cistej analizy uktadéw nieliniowych. Program zostal napisany w jezyku C++4, byl
kompilowany przy uzyciu kompilatora gcc w wersji 3.2. Obliczenia byly prowadzone
na komputerze z zainstalowanym systemem operacyjnym Linux, RedHat 8.0. W celu
zapewnienia wygodnego w uzyciu srodowiska graficznego wykorzystano pakiety gtk++
oraz gtkmm w wersji 2.0.

Jako podstawe do obliczen w arytmetyce przedzialowej wykorzystano pakiety
BIAS oraz Profil opracowane na poczatku lat 90. XX w. [69, 70]. Dokonano w nich
kilku niezbednych zmian. Poprawiono definicje typéw i nagléwkéw funkceji, co umoz-
liwia wspélprace tych pakietéw ze wspélczesnymi kompilatorami. Bardziej istotna
zmiana polega na implementacji funkcji elementarnych sin, cos, exp oraz log w spo-
sob $cisty. W oryginalnej wersji funkcje elementarne wykorzystywaly standardowe
implementacje tych funkcji dostepne w bibliotece matematycznej 1ibm, ktére zgodnie
ze standardem IEEE nie musza by¢ dokladne (tzn. nie ma pewnosci, ze wszystkie
cyfry obliczone przez komputer przy uzyciu procedur z biblioteki 1ibm sa dokladne).

W programie wykorzystano pakiety do automatycznego rézniczkowania FAD-
BAD [5] oraz TADIFF [6]. Sa one dostosowane do wspélpracy z zestawami procedur
BIAS i Profil [70], co umozliwia obliczanie pochodnych w sposéb Scislty w arytmetyce
przedzialowej. Pakiet TADIFF stuzy do obliczania rozwiniecia danej funkcji w szereg
Taylora, zas pakiet FADBAD umozliwia automatyczne obliczanie pochodnych wy-
razen wzgledem wybranych zmiennych. Pakiety TADIFF oraz FADBAD mozna wy-
korzystywaé¢ réownoczesnie i uzyskiwaé¢ w ten sposoéb na przyktad pochodne wyrazéow
szeregu Taylora.

W programie zdefiniowano wszystkie uklady dynamiczne rozwazane w niniejszej
pracy oraz dodatkowo wiele innych uktadéw. Parametry badanego ukladu mozna
zmienia¢ wewnatrz programu.

W programie zawarto $ciste procedury do:

— obliczania trajektorii uktadu,

— obliczania warto$ci odwzorowania Poincarégo oraz jego macierzy jakobianowej

(dla uktadéw ciaglych),

— dowodzenia istnienia trajektorii okresowych,

— znajdowania wszystkich orbit okresowych o ustalonym okresie oraz basenu

przyciagania stabilnej orbity okresowej (dla ukladéw dyskretnych),

— znajdowania nakrycia czesci niezmienniczej i niewedrujacej danego zbioru (dla

uktadéw dyskretnych),

— dowodzenia istnienia dynamiki symbolicznej.
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Poza obliczeniami $cistymi program umozliwia badanie uktadéw dynamicznych
przy uzyciu standardowych (nieprzedzialowych) metod analizy uktadéw. Mozliwe jest
obliczanie trajektorii uktadu, znajdowanie wyktadnikéw Lapunowa, poszukiwanie po-
lozenia orbit okresowych za pomoca metody Newtona oraz metody bliskich powrotow,
konstruowanie diagraméw bifurkacyjnych itd.

45



2. Wyznaczanie trajektorii

Podstawowym problemem przy badaniu ukladéw nieliniowych jest znajdowanie
trajektorii startujacej z wybranego punktu przestrzeni stanu, co sprowadza si¢ do
wyznaczenia dla ustalonego zg € R™ oraz t > 0 polozenia punktu xy po czasie
t, czyli znalezienia m(xg,t). Poza bardzo szczegdluymi przypadkami problemu tego
nie da sie rozwiaza¢ w sposéb $cisty. Wymagaloby to bowiem prowadzenia obliczen
w nieskonczonej precyzji.

W naszych rozwazaniach bedziemy sie zadowala¢ znalezieniem zbioru zawiera-
jacego punkt m(xo,t), przy czym bedziemy zainteresowani, aby rozmiar tego zbioru
byt mozliwie maly, czyli aby polozenie punktu 7(xg,t) bylo znane z mozliwie duza
dokladnoscia. Ponizej przedstawimy metody obliczania trajektorii uktadu dynamicz-
nego dla warunkéw poczatkowych nalezacych do zadanego wektora przedzialowego xg
(kostki w przestrzeni stanéw). Tak postawione zadanie obejmuje problem wyznaczania
trajektorii punktu — w tym przypadku zbiorem startowym jest wektor przedzialowy
o zerowej $rednicy.

Problem obliczania trajektorii rownoczes$nie dla zbioru warunkéw poczatkowych
pojawia sie w sposob naturalny w przypadkach, gdy nie znamy warunku poczatkowe-
go z nieskoniczong dokladnoscia. Jesli trajektorie wyznaczamy przy uzyciu komputera,
to nawet jesli warunek poczatkowy xg jest liczbg reprezentowalna, zwykle po pewnym
czasie jako wynik obliczen pojawia sie liczba niereprezentowalna, ktora arytmetyka
przedzialowa reprezentuje jako niezdegenerowany przedzial (przedzial o niezerowej
dlugosci) zawierajacy te liczbe. W trakcie obliczania trajektorii wystepuja bledy za-
okraglen i ewentualnie bledy metody (np. przy catkowaniu ukladéw réwnan réznicz-
kowych), ktére sa uwzgledniane przez zwigkszenie rozmiaru wyniku. Wystepuje row-
niez przeszacowanie wyniku zwiazane z ,efektem pakowania”. Wszystkie te czynniki
kumuluja sie i $rednica zbioru zawierajacego m(xg,t) moze rosnaé z t.

W przypadku obliczania trajektorii ukladéw stabilnych zwigkszanie rozmiaru
spowodowane bledami zaokraglen i efektem pakowania moze byé skompensowane
przez dynamike uktadu. Nie ma jednak na to szansy w przypadku uktadéw dynamicz-
nych posiadajacych wlasno$é¢ wrazliwosci na warunki poczatkowe. Dla takich uktadéw
obserwuje si¢ eksponencjalne zwiekszanie rozmiaru zbioru zawierajacego trajektorie
startujace z obszaru o niezerowej objetosci. Znaleziony wektor przedzialowy zawie-
rajacy zbiér m(xg,t) roénie wraz z t i po pewnym czasie osiaga rozmiar wiegkszy niz
rozwazany przez nas obszar przestrzeni stanu (np. staje sie wigkszy niz rozmiar atrak-
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tora). W tym momencie informacja, ktéra posiadamy na temat rozwiazania rzeczy-
wistego, jest réwna zeru — prawdziwa trajektoria moze znajdowaé sie w dowolnym
punkcie atraktora. W przypadku takich uktadéw szczegdlnie istotne staje sie ogra-
niczenie wplywu bledéw zaokraglen i efektu pakowania. Dzieki uzyciu odpowiednich
metod obliczania trajektorii udaje sie zredukowa¢ wplyw tych czynnikow i w efekcie
mozna obliczaé trajektorie uktadu w dluzszych przedziatach czasowych.

Niekiedy problem istnienia trajektorii uktadu dynamicznego odpowiadajacej tra-
jektorii wygenerowanej przez komputer formuluje sie nieco inaczej. Nie interesuje nas
trajektoria startujaca z zadanych warunkow poczatkowych, lecz problem istnienia
trajektorii pozostajacej blisko wygenerowanej trajektorii startujacej z pewnego nie-
znanego warunku poczatkowego. Podejscie to oparte jest na twierdzeniu o $ledzeniu,
ktére méwi, ze w przypadku odwzorowan hiperbolicznych dla kazdego e istnieje &
takie, ze kazda d-pseudoorbita moze by¢ sledzona z doktadnoscia e przez prawdziwa
orbite [13]. Ten wynik nie ma zbyt wielu bezposrednich zastosowan praktycznych.
Po pierwsze wartos¢ §, dla ktérej istnienie orbity Sledzacej jest zapewnione, moze
by¢ o wiele rzedéw wielko$ci mniejsze niz dokladnosé obliczen uzyskiwanych za po-
moca komputeréw. Po drugie, co bardziej istotne, wigkszos¢ interesujacych uktaddw
dynamicznych nie jest hiperboliczna. W celu udowodnienia wtasnosci $ledzenia dla
uktadéw niehiperbolicznych nalezy podczas generowania trajektorii sprawdzaé¢ pewne
dodatkowe warunki, aby zapewnié¢ istnienie prawdziwej orbity Sledzacej trajektorig
wygenerowang za pomocg komputera. Przyklady zastosowania tej techniki sg opisane
w pracach [105, 16, 17].

Zaczniemy od przypadku dyskretnych uktadéw dynamicznych.

2.1. Metody obliczania f"(x)

W przypadku dyskretnych uktadéw dynamicznych zadanych odwzorowaniem f
problem wyznaczenia trajektorii startujacej z zadanego punktu zg sprowadza sie¢ do
obliczania kolejnych iteracji: z1 = f(xo), 2 = f(21), -, &n = f(@n—1),....

Niech x(¢ bedzie wektorem przedzialowym, dla ktoérego chcemy obliczyé¢ kolej-
ne iteracje pod dzialaniem odwzorowania f. Oznaczmy przez xj zbiér zawierajacy
rozwigzanie problemu dla chwili k.

2.1.1. Bezposrednie zastosowanie arytmetyki przedzialowej
Najprostsza metoda obliczenia kolejnych iteracji odwzorowania f jest zastosowa-

nie wzoru

X1 = f(Xk). (21)

W k-tej iteracji obliczamy f(xx) w arytmetyce przedzialowej i xx41 definiujemy jako
wynik tych obliczen. Z wlasnosci arytmetyki przedzialowej wynika, ze spelniona jest
inkluzja {f(xg): zr € Xx} C Xg41. Indukeyjnie mozna wykazaé, ze dla kazdego k > 0
zachodzi warunek {f*(zo): 7o € X0} C X.
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Okazuje sig, ze bezposrednie zastosowanie wzoru (2.1)jest zwykle bardzo nieefek-
tywne. Pokazemy to na przykladzie obliczania trajektorii ukladu liniowego zdefinio-
wanego nastepujacym wzorem

flo) = ( cos 6 sine) .. (2.2)

—sinf cosf
gdzie x = (21,22)T oraz § = 7/10. Odwzorowanie f opisuje obrét o kat 6 wokot
srodka uktadu wspotrzednych.

Na rysunku 2.1 przedstawiona jest trajektoria uktadu obliczona przy uzyciu aryt-
metyki przedzialowej dla warunku poczatkowego xo = [0.999, 1.001] x [—0.001, 0.001].
Narysowanych jest pierwszych 37 iteracji x; obliczonych przy uzyciu wzoru (2.1).

X
2 2 T T
e e I .
a I O !
EIN
Cl
Of=|- - | DS R R
| | | X
2 ‘ \ ‘ i ‘ i ‘ 1
-2 -1 0 1 2

Rys. 2.1. Efekt pakowania przy obliczaniu trajektorii odwzorowania liniowego dla zbioru
warunkéw poczatkowych xo = [0.999,1.001] x [—0.001, 0.001]

Widagé, ze rozmiar kolejnych iteracji rosnie wraz z k. Wiemy jednak, ze uklad opi-
suje obrét, czyli ze rozmiar zbioru {f*(zg): 2o € X0} nie zmienia si¢ pod dzialaniem
odwzorowania f. To co obserwujemy na rysunku, jest typowym przyktadem na tzw.
efekt pakowania. Obraz kwadratu x jest kwadratem obréconym o kat 6. Zbiér f(x)
wyznaczony zgodnie z wzorem (2.1) jest wektorem przedzialowym. Jesli zalozymy,
ze nie wystepuja bledy zaokraglen oraz ze x jest kwadratem o boku 4§, to f(x) jest
wektorem przedzialowym o bokach réwnych ad, gdzie

a=/2sin (g + 0) : (2.3)

W kazdej iteracji rozmiar wektora przedzialowego rosnie co najmniej a razy i po
n iteracjach rozmiar obrazu jest a” razy wiekszy niz rozmiar kostki startowej. Dla
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6 = 7/10 mamy a =~ 1.26 i po 37 iteracjach rozmiar kostki jest a7 > 5000 razy
wiekszy od rozmiaru kostki startowe;j.

Przyklad powyzszy pokazuje na czym polega i jak sie objawia efekt pakowania.
Gléwnym powodem jego wystepowania jest znajdowanie w kazdej iteracji wektora
przedzialowego x11 zawierajacego zbioér f(xy).

Dzigki zmianie sposobu reprezentacji zbioru xj; mozna w niektérych przypad-
kach catkowicie wyeliminowaé efekt pakowania, w innych za$ znacznie ograniczy¢ jego
wplyw. Metody oparte na zmianie sposobu reprezentacji zbioru x; zostang opisane
w podrozdziale 2.1.3.

2.1.2. Zastosowanie twierdzenia o wartosci sredniej

Przy bardziej skomplikowanych odwzorowaniach f efekt pakowania moze sie
ujawnia¢ juz podczas obliczania pojedynczej iteracji. Aby zmniejszy¢ rozmiar obli-
czonego wektora przedzialowego f(x) stosuje sie wyrazenie oparte na twierdzeniu
o wartosci Sredniej.

Twierdzenie 2.1. Niech f: R" — R™ bedzie odwzorowaniem klasy C*. Wybierzmy
punkty x,y € R™. Wowczas Vi € {1,2,...,m} istnieje punkt z; nalezgcy do odcinka
Ty, taki Ze

i) — fily) = ng< %)~ ) (24

Whiosek 2.1. Wybierzmy wektor przedzialowy x ¢ punkt y € x. Wowczas

{f(2): zex} C fly)+ [ (x)(x—y) (2.5)

Dowdd. Wybierzmy = € x. Na podstawie Twierdzenia 2.1 istnieja punkty z; nalezace
do odcinka 77 takie, ze réwnanie (2.4) jest spelnione. Zauwazmy, ze polozenie punktu
z; zalezy od i. Dla kazdego i zachodzi natomiast warunek z; € x (x jest zbiorem
wypuklym oraz z,y, € x). Zatem

f efz Zgﬁ; yj)~

Ostatecznie

f@) e fly) + &)@ —y) C fly) + [ (x)(x-y).
O

Inkluzje (2.5) mozemy wykorzysta¢ do wyznaczania trajektorii odwzorowania f
zgodnie z nastepujacym wzorem rekurencyjnym

X1 = f(@r) + f (xp) (X — Tp), (2.6)

49



gdzie Ty, jest dowolnym punktem nalezacym do xj. Zwykle jako T wybiera si¢ Srodek
kostki xj. Taka metode obliczania trajektorii bedziemy w tekscie okreslaé¢ skrétem
MVF (mean value form).

Zauwazmy, ze w celu obliczenia k—tej iteracji odwzorowania f mozemy zastosowac
k-krotnie wzér (2.6) lub zastosowaé ten wzér do odwzorowania f*

x = f*(Z0) + (f*) (x0)(x0 — Zo)- (2.7)

Pochodna (f*)" mozemy obliczyé z wzoru (f*)'(z) = f/(f*(x)) - f'(f(2))f (x).
Te wersje bedziemy okresla¢ skrétem MVFN.

2.1.3. Zmiana reprezentacji zbioru x;

Opiszemy obecnie jak poprzez wprowadzenie nowej reprezentacji zbioru x; moz-
na uzyskaé lepsze wyniki przy obliczaniu iteracji odwzorowania f za pomoca wzo-
ru (2.6). Opisane ponizej metody pochodza z pracy [78], w ktdrej sa one zastosowane
do obliczania trajektorii uktadéw ciagtych.

Wektor x;, jest reprezentowany jako suma xj = Ty + ry, gdzie Ty jest $rodkiem
Xi. W praktyce, aby znalezé Zj oraz rp wykonujemy w arytmetyce przedzialowej
nastepujace operacje

T = Mid(Xk), ry =X — Tk (28)

W ten sposob spetniony jest warunek: xx C Ty + rg.
Wprowadzmy oznaczenie Ay, = f'(xz). Uzywajac rozkladu x; = Zp + ry na
podstawie wzoru (2.6), otrzymujemy

Tpt1 + Tht1 = f(ZTg) + Agrg. (2.9)

Przedstawmy f(zy) jako sume jego érodka Zyy1 = Mid(f(Zx)) 1 wektora przedzialo-
wego zg+1 = f(Tr) — Th41

f(Zk) = Thg1 + Zhot1- (2.10)
Po podstawieniu do wzoru (2.9) otrzymujemy
ZTpy1 + Th1 = Thp1 + Zpg1 + ATy (2.11)
i stad dostajemy réwnanie na ry41
Tpi1 = Zpt1 + Agrg. (2.12)
Powyzsze obliczenia mozna wykona¢ w nastepujacej kolejnosci:

1. Ag = f'(%k)»
2. u= f(z),
3. Tpy1 = Mid(u),
4. Zgp1 =0 — Tk,
5. 41 = Zp41 + Axry.
Zaleznie od sposobu reprezentacji ry41 otrzymujemy rézne wersje algorytmu réz-
nigce sie znacznie szerokoscig otrzymanego wyniku.
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Wektor przedzialowy — metoda IV

Jest to najprostsza wersja obliczen, w ktorej nie wprowadzamy nowej reprezen-
tacji i ry jest wektorem przedzialowym (stad skrét IV — interval vector). Wektor
przedzialowy ryy1 jest obliczany bezposrednio ze wzoru (2.12). Metoda ta jest réw-
nowazna zastosowaniu wzoru (2.6).

Roéwnolegloscian — metody PAR, QR, QRS

W tej grupie metod ry, jest reprezentowane jako réwnoleglodcian, tzn. ry = ByTg,
gdzie By, jest macierzg nieosobliwa, za$ 1) jest wektorem przedziatlowym. W momencie
rozpoczecia obliczen wybieramy By = 1.

Na podstawie (2.12) mamy

Biy1Tki1 = Zky1 + Ap Bty (2.13)
i stad
Tr1 = Bl;ilzk‘f‘l + (BkjllAkBk)f'k (2.14)

W kazdym kroku dokonujemy wyboru macierzy Bj.y1, obliczamy B, _&1 (w arytmetyce
przedzialowej) i wyznaczamy fp41 na podstawie powyzszego wzoru. Nalezy zauwa-
zy¢, ze wyrazenie w nawiasie powinno by¢ obliczone w pierwszej kolejnosci. Wektor
przedzialowy rp = BT jest obliczany tylko w celu otrzymania kohcowego wyniku.

W pierwszej wersji wybieramy By11 = Mid(AgBy). Zbiér vy, = Byl jest réwno-
legloscianem. Te wersje okreslamy symbolem PAR (parallelogram). Przy takim wybo-
rze Bj1 musimy oblicza¢ macierz odwrotng B, _&1 Obliczenia te musimy wykonywaé
w arytmetyce przedzialowej. Poniewaz przy wickszej liczbie iteracji macierz Bk+1 sta-
je sie zwykle Zle uwarunkowana, to metoda zawodzi. Srednica macierzy Bk 11 staje sie
bardzo duza lub jej obliczenie jest niemozliwe.

Druga metoda, pozbawiona koniecznoéci obliczania w arytmetyce przedzialowej
macierzy odwrotnej, oparta jest na algorytmie QR rozkladu macierzy [110]. Macierz
Mid(AyBy) rozkladamy jako Mid(AxBx) = Qi+1Rk+1, gdzie Qri1 jest macierza
ortonormalng, za$ Ryi1 jest macierza tréjkatna goérna i wybieramy Biy1 = Qrt1-
Macierz odwrotng do Bj41 otrzymujemy jako transpozycje macierzy Qp+1. Gléwna
zaleta tej metody jest brak koniecznosci odwracania macierzy Byy1. Zbiér ry = Byt
jest obréconym prostopadtoscianem. Zwykle metoda ta jest znacznie lepsza od wersji
poprzednich, choé¢ zdarzaja sie jednak przypadki, w ktérych daje gorsze wyniki. Te
wersje okreslamy symbolem QR.

Ulepszenie metody QR (metoda QRS) polega na sortowaniu kolumn macierzy
Mid(AyBy) wedlug dlugosci wektoréw odpowiadajacych kolumnom przed dokona-
niem rozktadu QR.

Niezdegenerowany przedzial wartosSci poczatkowych — metoda IE

Metoda ta znajduje zastosowanie w przypadku, gdy wektor poczatkowy ma nie-
zerows, $rednice. Bledy wprowadzane przy obliczaniu f(Zy) traktuje sie niezaleznie od
bledéw pochodzacych od wielkoéci startowego wektora przedziatowego. Wektor ry41
jest przedstawiony w postaci

rp+1 = Egp1ro + Trgr- (2.15)
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Pierwsza czeéé, reprezentujaca btedy pochodzace od warunku poczatkowego, zmienia
sie wedtug zaleznosci

Eii1 = AyE;. (2.16)
Drugi sktadnik
Tpt1 = Apr, + Zii1, (2.17)

obliczany jest jedna z metod przedstawiong wczesniej (zwykle stosuje sie metode QR).
Jako warunki poczatkowe dla metody przyjmuje sie Eg = I oraz o = (0,0,...,0).
Aby unikngé efektu pakowania przy obliczaniu iloczynu AiEjx, wprowadza sie
macierz rzeczywista C spelniajaca warunki Cy = I oraz Cy1 € ApCy. Macierz Cj,
reprezentuje $rodek macierzy Ej. Wektor ri1 jest przedstawiony w postaci

eyl = Ck+1l‘0 + f‘k+1. (218)
Réznice migdzy A Cl a Cky1 uwzglednia sie w sktadniku 4
Tip+1 = ApTy + 241 + (Aka — Ck+1)r0. (2.19)

Mozliwe jest réwniez stosowanie kilku reprezentacji rownoczesnie, co czesto oka-
zuje sie najlepszym rozwiazaniem.

2.1.4. Metoda uogodlnionej bisekcji

Prostym sposobem ograniczenia wplywu efektu pakowania jest zastosowanie me-
tody bisekcji. W najprostszej wersji tej metody pokrywamy zbiér xq, ktérego trajek-
torie chcemy obliczy¢, za pomoca p wektoréw przedziatowych o matych rozmiarach

i znajdujemy trajektorie kazdej z czeSci niezaleznie. Trajektorie zbioru xy otrzymuje
sie jako sume mnogosciowa obliczonych trajektorii

Najczesciej podzial kostki startowej jest wykonywany wzdluz kazdej zmiennej na [
czesci (metoda uogdlnionej bisekcji). W ten sposéb otrzymujemy ™ kostek, gdzie m
jest wymiarem uktadu. Zbior startowy niekoniecznie musi byé¢ kostka. W celu zasto-
sowania jej do dowolnego zbioru pokrywamy ten zbiér za pomoca kostek ustalonego
rozmiaru i powyzsza metode stosujemy do pokrycia. Do obliczania trajektorii kaz-
dej z kostek mozna uzywaé¢ dowolnej z metod podanych wczesniej. Metoda ta nadaje
sie dobrze do obliczania trajektorii stosunkowo duzych zbioréw dla niewielkiej liczby
iteracji.
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Szczegdlnie czesto stosuje sie jej wersje rekurencyjna. Przypu$émy, ze naszym
celem jest sprawdzenie jakiego$ warunku dla k-tej iteracji kostki xo. W tym celu obli-
czamy f*(xg) i sprawdzamy zachodzenie warunku. Jedli jest on spetniony, to konczy-
my obliczenia. W przeciwnym wypadku dokonujemy podziatu kostki x¢ na mniejsze
czedci 1 wywolujemy procedure rekurencyjng dla kazdej z czeSci. W ten sposob uni-
kamy niepotrzebnych podziatéw w czesci zbioru xg, gdzie nie jest to konieczne —
automatycznie dobierana jest mozliwie duza wielko$¢ kostki, dla ktérej warunek jest
speltniony.

W rozdziale 4 metoda ta jest stosowana do dowodu istnienia dynamiki symbolicz-
nej. Metode bisekeji stosuje si¢ réwniez do znajdowania wszystkich orbit okresowych
o zadanym okresie (poréwnaj podrozdz. 3.1.5).

W przypadku wigkszej liczby iteracji mozna wprowadzi¢ dodatkowe podzialy po
kolejnych iteracjach. Ta wersja nadaje sie rowniez do zastosowania w przypadku,
gdy chcemy znalezé trajektorie punktu. Postepujemy woéwczas w nastepujacy sposob.
Obliczamy trajektorie zbioru poczatkowego jedna z metod podanych wczesniej i ob-
serwujemy wielkos¢ obliczonego zbioru. Jesli przekroczy ona z gory zadang wartosc,
to dokonujemy podzialu na mniejsze czesci i dla kazdej z nich obliczamy trajektorie
niezaleznie.

Wielokrotne dokonywanie podziatéw wzdtuz trajektorii daje sie potaczyé¢ z me-
todami MVF, MVFN oraz IV opisanymi uprzednio. Nalezy zwroci¢ uwage, ze w przy-
padku pozostalych metod nie mozna dokonywaé¢ podzialéow zbyt czesto, gdyz ich dzia-
tanie opiera si¢ na specyficznej reprezentacji zbioru zawierajacego kolejne iteracje. W
momencie podzialu trzeba inicjowaé¢ metode ponownie, co polega na znalezieniu wek-
tora przedzialowego zawierajacego reprezentowany zbidr i powoduje utrate korzysci
osigganych przez stosowanie danej reprezentacji.

Teoretycznie za pomoca metody z podziatami wzdluz trajektorii mozna wyelimi-
nowaé efekt pakowania. W praktyce okazuje sie jednak, ze najczesciej liczba kostek,
dla ktorych nalezy obliczaé iteracje, roénie wykladniczo wraz z numerem iteracji. Po-
woduje to, ze czas obliczen rowniez ro$nie wyktadniczo. W efekcie liczba iteracji, dla
ktérej mozemy obliczy¢ trajektorie z zadana doktadnoscig jest ograniczona.

Znaczne zmniejszenie liczby kostek reprezentujacych trajektorie dla danej iteracji
mozna uzyskaé poprzez laczenie kostek zi. W tym celu znajdujemy kostki o ustalonym
rozmiarze, ktére pokrywaja zbior | J!_, z}. Najczesciej do pokrycia uzywa si¢ kostek,
ktorych wierzchotki leza na ustalonej siatce. Dopuszczamy przy tym, ze kostki pokry-
wajace nieznacznie przeszacowuja zbior | J7_, z};. Uzyskane w ten sposoéb zmniejszenie
liczby kostek pozwala jednak na wykonanie obliczen dla znacznie wiekszej liczby ite-
racji.

Poréwnanie metod obliczania trajektorii uktadéw dyskretnych opisanych powyzej
jest przedstawione w podrozdziale 2.7.

2.2. Wyznaczanie trajektorii ukladu ciggltego

Wyznaczanie trajektorii uktadu ciaglego jest znacznie bardziej skomplikowanym
zagadnieniem. Do obliczania trajektorii stosuje sie metody numeryczne calkowania
uktadu réwnan rézniczkowych.
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Opiszemy metode $cistego obliczania trajektorii dla problemu poczatkowego

a'(t) = f(z(t)), (0) = o, (2.20)

gdzie z(t) € R™ za$ f: R™ — R™ jest funkcja klasy CP. Oznaczmy przez o(t,zo)
rozwiazanie problemu (2.20).

Zwykle problem ten rozwiazuje si¢ numerycznie za pomoca dyskretyzacji réwna-
nia rézniczkowego

F(thar) = B(F(tx), hy), (2.21)

gdzie txr1 = tg + hi, to = 0, Z(tg) = xo. Ciag ty jest dyskretyzacja zmiennej caltko-
wania ¢, natomiast Z(ty) jest przyblizeniem rozwiazania dokladnego x(t) w chwili
uzyskanym za pomoca metody numerycznej .

W celu obliczenia w sposéb $cisty trajektorii ukladu (2.20) bedziemy stoso-
waé zmodyfikowana wersje metody catkowania numerycznego. Modyfikacja polega
na uwzglednieniu btedow wprowadzanych przez metode numeryczna oraz przepro-
wadzaniu obliczen w arytmetyce przedzialowej. Podobnie jak w przypadku uktadéw
dyskretnych rozwazymy nieco ogélniejszy przypadek, gdy warunek poczatkowy na-
lezy do wektora przedzialowego xy. Opisane metody beda znajdowaly rozwiazanie
problemu (2.20) w postaci ciagu wektoréw przedzialowych xi, £ = 0, 1,2, ..., ktére
spelniaja warunek ¢(t, zg) C x, dla kazdego g € xo.

Na podstawie metody numerycznej ® konstruujemy Scista metode obliczenia tra-
jektorii w nastepujacy sposéb

Xpt1 = P(xp, he) + e(yr)- (2.22)

Pierwszy skladnik odpowiada metodzie numerycznej. Obliczenie ®(xy, hy) przepro-
wadzamy w arytmetyce przedzialowej, aby mie¢ pewnos¢, ze uzyskany wynik zawie-
ra wynik prawdziwy. Skladnik e(yy) jest $cistym oszacowaniem na blad metody. W
przypadku wielu metod numerycznych, btad metody jest wyrazeniem zaleznym od
pewnych nieznanych parametréw. Potrafimy jednak oszacowaé go w sposéb Scisty.

Ponizej przedstawimy metode Scistego obliczania trajektorii ukladu oparta na
metodzie Taylora. Jest rowniez mozliwe zastosowanie innych metod numerycznych
(np. metody Rungego—Kutty), dla ktérych znamy wyrazenie na blad metody. Okazuje
si¢ jednak, ze zwykle czas obliczen jest dluzszy niz dla metody Taylora z powodu
wigkszej liczby sktadnikéw w wyrazeniu na btad metody.

Metoda Taylora rzedu n jest oparta na nastepujacym rozwinieciu

m@:mmwm@+§ﬁ@+m+%#mn
R e - (2.23)
gdzie x = (z1,%2,...,Tm), 1 =1,2,...,moraz \; € [0,1] dlai=1,2,...,m.

Pierwsze n + 1 sktadnikéw odpowiada standardowej metodzie Taylora. Do ich
obliczenia wykorzystujemy wzory na pochodne z(®), ktére latwo mozna wyprowadzi¢
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korzystajac z réwnania ' = f(x). Przyklad obliczen jest przedstawiony w podroz-
dziale 2.4.

Ostatni sktadnik okreéla blad metody. Nalezy zwroci¢ uwage, ze nie znamy war-
todci parametréw A; wystepujacych w réwnaniu (2.23). Nie powoduje to jednak kom-
plikacji przy konstrukcji scistej metody catkowania. Blad ten mozna oszacowaé na
podstawie znajomosci zbioru wypuklego yj zawierajacego trajektorie startujace z xj
dla czasu t € [0, hy]. Z uwagi na czynnik h"*1/(n + 1)! oszacowanie yj nie musi by¢
dobrej jakosci. Ponizej przedstawimy prosta metode znajdowania zbioru yy.

2.2.1. Oszacowanie zgrubne

Zgrubne oszacowanie zbioru zawierajacego trajektorie {o(t, zx): t € [0.hg]} dla
x € X mozna uzyskaé na podstawie nastepujacego twierdzenia (poréwnaj [78]):

Twierdzenie 2.2. Niech y bedzie wektorem przedziatowym takim, zZe
z=xo+[0,h]f(y) Cy. (2.24)

Wéwczas dla kazdego xg € xo Tozwigzanie problemu poczatkowego x(0) = xq jest
dobrze zdefiniowane dla calego przedzialu [0, h] oraz rozwigzanie nie opuszcza zbioru z
dla t < h, tzn. o(t,x0) € z dla kazdego t € [0,h], xo € Xq.

Poszukiwanie y spelniajacego zalozenia powyzszego twierdzenia przeprowadza
sie iteracyjnie. Startujemy ze zbioru y zawierajacego Xo, np. y = xo + [0, k] f(x0)
obliczamy z i sprawdzamy zalozenia twierdzenia. Jesli nie sa spelnione, to wybieramy
nowe y, zwiekszajac wektor przedzialowy z zgodnie z wzorem

y=(14+¢)z —ez, (2.25)

dla ustalonego € > 0. Zwykle stosuje si¢ wartos¢ € = 0.1. Jesli okaze sie, ze po wielu
iteracjach warunek (2.24) nadal nie jest spelniony, to nalezy zmienié krok h.

2.2.2. Metoda Taylora

Najprostsza metoda obliczenia x;11 D @(hg, X)) otrzymujemy poprzez bezpo-
$rednie zastosowanie wzoru (2.22).

W celu znalezienia oszacowania na blad metody najpierw znajdujemy oszacowa-
nie zgrubne y; zawierajace trajektorie startujace z x; dla czasu t € [0, hy]

{p(t,x):t €0, hg],z € xx} C yi. (2.26)

Blad metody szacujemy, obliczajac warto$é pochodnej (") na zbiorze yj, i mnozymy
otrzymany wynik przez h"*!/(n+1)!. Znajdujemy w ten sposéb wektor przedzialowy
e(yr) zawierajacy oszacowanie na blad metody.
Nastepnie wyznaczamy ®(xy, hi), obliczajac na zbiorze x; wyrazenie
2

h h?
D(z,hy) =+ hpx' + ?kx” + n—’:z(”). (2.27)
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Ostatecznie stosujemy wzér (2.22). Zastosowanie metody Taylora do obliczania
trajektorii uktadu Lorenza jest opisane w podrozdziale 2.4.

Metoda Taylora wprowadza bardzo znaczne przeszacowanie i rzadko jest stoso-
wana w praktyce. Sa one spowodowane przez efekt pakowania.

2.2.3. Normy logarytmiczne

Jedng z metod zmniejszenia wplywu efektu pakowania jest uzycie innej reprezen-
tacji zbioru xy, i rozbicie obliczen na dwa etapy. W metodzie wykorzystujacej normy
logarytmiczne zbiér x;, jest reprezentowany jako kula B(Zg, 1) o Srodku Zy, i promie-
niu rg.

W pierwszym etapie obliczany jest obraz srodka kuli Z; za pomoca Scistej metody
Taylora przedstawionej powyzej. Otrzymujemy wektor przedziatowy vi 1 zawierajacy
punkt o(hg, Tg).

Nastepnie obliczamy jak zmienia sie promien kuli przy ewolucji o czas hj. Do
oszacowania zmiany 7 stosujemy normy logarytmiczne macierzy Jacobiego na zbiorze
zawierajacym badane trajektorie. Mozna réwniez w tym celu uzy¢ statej Lipschitza
pola wektorowego f, ale wtedy zwykle uzyskuje sie gorsze wyniki. Przypomnijmy, ze
norma logarytmiczna [54] macierzy @ jest zdefiniowana przez

o rehgl -1
= 1 _ 2.28
w@)=, lim A ) (2.28)
gdzie || - || po prawej stronie oznacza dowolna norme macierzowa.

W dalszej czesci pracy bedziemy rozwazaé¢ nastepujace normy
. m 2
— norme euklidesows ||z|[2 = > ." 4 |74,
— norme maksimum ||z||eo = max;=12,...m |,
m
— oraz norme |[al| = S7 |

Norme logarytmiczna generowang przez te trzy normy mozna obliczy¢ za pomoca
nastepujacych wzoréw. Dla normy euklidesowej

- 9 . Q'+Q
u2(Q) = najwicksza warto$¢ wlasna macierzy — (2.29)
Wartosci wlasne sa rzeczywiste poniewaz macierz QT + @ jest symetryczna.
Dla normy maksimum mamy
HolQ) = max | gis+ > laisl | - (2:30)
J#i
Dla normy || - ||; zachodzi wzér
= i il - 2.31
MI(Q) z:r{l,a)fm Gii + Z;é: |Qﬂ| ( )
VED)

W celu obliczenia, jak zmienia si¢ promien kuli warunkéw poczatkowych po czasie
h, stosujemy nastepujace twierdzenie [54]:
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Twierdzenie 2.3. Zaloimy, ze {o(t,7)}eio,n @ 12t y)} iejo.n ¢ rozwigzaniami
ukladu o' = f(x) zawartymi w zbiorze wypuklym y. Zaléimy réwniez, Ze norma
logarytmiczna macierzy f' spelnia warunek u(f') < L na zbiorze y oraz, Ze odle-
glosé punktéw x iy spelnia zalezno$é ||z — y|| < e. Wowczas dla t € [0, h] zachodzi
nastepujgce oszacowanie

llo(t,x) — ot y)l| <ee™. (2.32)

Za pomoca metody opisanej w podrozdziale 2.2.1 znajdujemy oszacowanie zgrub-
ne yyj zawierajace wszystkie trajektorie startujace z kuli B(Zy, r) dla czasu t € [0, hy]

{o(t,zk): t €0, hg),zx € B(Zk, %)} C ¥k (2.33)

Obliczamy oszacowanie od géry Lj normy logarytmicznej macierzy f’ na zbio-
rze yg

sup u(f'(y)) < L. (2.34)

YEYk

W przypadku normy euklidesowej sprowadza sie to do obliczenia najwiekszej wartosci
wlasnej macierzy (f/(y)+f'(y)T)/2 dlay € y;. Nastepnie obliczamy zmiane promienia
kuli wedtug wzoru

Frgr = T el (2.35)

W wyniku opisanych powyzej operacji otrzymujemy wektor przedzialowy v
zawierajacy punkt ¢(h,Zy) oraz liczbe rzeczywista 7y1.Wiemy, ze trajektoria star-
tujaca z kuli B(zy,ri) po czasie hy znajduje sie w kuli o promieniu 741 1 $rodku
nalezacym do viy;. W ramach przygotowania do nastepnego kroku catkowania ob-
liczamy Tr.1 = Mid(vg) oraz znajdujemy nowa warto$é¢ rpr1 > 7ry1 tak, aby dla
kazdego vi4+1 € V41 spelniony byl warunek

B(’Uk+1,7;k+1) C B(fk+17rk+1). (236)

Posta¢ wzoru na 741 zalezy od wybranej normy. W przypadku normy euklidesowej
mozna uzy¢ wzoru

Tkl = Thr1 + || Abs(Vit1 — Zr41)l]2, (2.37)

gdzie y = Abs(x) jest wektorem takim, ze —y; < Inf(x;) < Sup(x;) < y; dla kazdego i.
Z konstrukcji wynika, ze obraz kuli B(Zy,rr) po czasie hy zawarty jest w kuli
B(Zg+1,7k+1)

{(p(hk, $k)2 TE € B(ifkﬂ“k)} - B(:karl; rk+1). (238)

2.2.4. Metoda Lohnera

Ta metoda polegajaca na zastosowaniu twierdzenia o wartosci sredniej do réwna-
nia (2.22) pochodzi z pracy [78]. Podobnie jak przy obliczaniu iteracji odwzorowania
wprowadzamy nastepujaca reprezentacje zbioru xy

X = Tk + Ik, (239)
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gdzie Ty, = Mid(xy).

Na podstawie twierdzenia o wartosci sredniej mamy

{(I)(.Z'k, hk): TE € Xk} C (I)(fk, hk) + aj(xk, hk.)(xk — :fk). (2.40)

Or
Oznaczmy
0P
Ay =— h 2.41
B =g Xk, ) (2.41)
tzn. Ay jest macierza przedzialows zawierajaca pochodne czastkowe g—f(xk, hi) me-

tody numerycznej ¢ dla wszystkich xp € xi. Jesli @ jest metodg Taylora rzedu n, to
macierz Ay mozemy wyznaczy¢ ze Wzoru

or Oz \ dt 2 Oz \ dt? 6 Ox \ dt3
L
n! Ox \ dtn )~

Na podstawie wzoru (2.22), postepujac podobnie jak dla uktadéw dyskretnych,
otrzymujemy

(2.42)

Xit1 = O(Tw, he) + Ap(Xk — Ti) + e(yr),
Th1 + Thg1 = Tpg1 + B4 + ATy,

Loyl = Zgy1 + AL, (2.43)

gdzie Zp1 = Mid(P(Zx, hie) + e(yr)) oraz zp1 = (T, hie) + €(yr) — Tu1.
Algorytm Lohnera mozna zapisa¢ w postaci:

1. znajdz oszacowanie zgrubne yi D {p(t,z): t € [0, hi], 2 € Ty + 11},
AL = %(fk +I‘k,hk),

.u=®(Tx, hi) +e(yr),

. Tp1 = Mld(u),

© Zk41 = U — Tkl

6. Tyl = Zp+1 + Agrg.

g w N

Podobnie jak poprzednio mozna wprowadzi¢ rézne reprezentacje zbioru ry i ob-
liczenie rownania ry1 = Zg4+1 + Axrr mozna dokonaé na wiele sposobdéw.

Otrzymujemy w ten sposob rézne wersje metody Lohnera, ktére zgodnie z po-
przednimi ustaleniami bedziemy oznacza¢ symbolami IR, PAR, QR, QRS oraz IE
(zobacz podrozdz. 2.1.3).

Do zastosowania metody Lohnera konieczne jest znalezienie pochodnych g—f me-
tody numerycznej ®. W podrozdziale 2.4 przedstawione zostang obliczenia dla uktadu
Lorenza.
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2.2.5. Inne metody

Do wyznaczania trajektorii mozna rowniez stosowaé bardziej zaawansowane me-
tody oparte na arytmetyce przedziatowej. Naleza do nich arytmetyka afiniczna oraz
tzw. formy Taylora lub modele Taylora.

Arytmetyka afiniczna [28, 8] wykorzystuje rozwinigcia Taylora rzedu pierwszego,
przy czym funkcja jest rozwijana w szereg nie tylko wzgledem poczatkowych zmien-
nych, ale réwniez wzgledem posrednich wynikéw obliczen. Posiada ona wlasnosé re-
dukcji efektu pakowania. W arytmetyce afinicznej wielko$¢ x jest reprezentowana
w formie

T=x9+x161+ + TpEn, (2.44)

gdzie x; sa liczbami rzeczywistymi, natomast €; sa symbolicznymi zmiennymi rzeczy-
wistymi, o ktérych wiadomo, ze naleza do przedzialu [—1,1]. W arytmetyce afinicznej
pamigtane sa zaleznoéci miedzy zmiennymi. W zwiazku z tym mozliwa jest automa-
tyczna redukcja wyrazen.

W metodzie modeli Taylora [26, 7], ktére sa w pewnym sensie uogélnieniem aryt-
metyki afinicznej, w sposéb rekurencyjny oblicza sie aproksymacje wielowymiarowego
rozwiniecia Taylora z reszta, ktora w Scisty sposob szacuje blad rozwiniecia. Jednym
z osiagnie¢ tej metody bylo przeprowadzenie w 2001 roku Scislego catkowania dyna-
miki asteroidy w ukladzie stonecznym [9] — problemu nie rozwiazanego przedtem za
pomocg innych metod.

Ostatnio opisana zostala technika redukcji efektu pakowania nazwana zwezajg-
cym pakowaniem (ang. shrink wrapping) [8].

2.3. Calkowanie réwnania wariacyjnego

W wielu zastosowaniach poza obliczaniem trajektorii uktadu niezbedne jest zna-
lezienie rozwiazania réwnania wariacyjnego (1.11). Przykladowo do przeprowadzenia
dowodu istnienia orbity okresowej odwzorowania Poincarégo za pomoca przedziato-
wego operatora Newtona konieczna jest znajomo$¢ macierzy Jacobiego odwzorowania
Poincarégo w otoczeniu punktu okresowego. Do jej obliczenia niezbedne jest catko-
wanie réwnania wariacyjnego (poréwnaj Twierdzenie 1.5).

Aby znalez¢ rozwiazanie réwnania wariacyjnego, mozna zastosowaé jedna z metod
opisanych poprzednio do uktadu réwnan rézniczkowych

dx

& = f@) (2.452)

dD of

- = %(x(t)) . D, (2.45b)
z warunkiem poczatkowym

z(0) = o, (2.46a)

D(0,z9) =1. (2.46Db)
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Jest to jednak podejécie, w ktorym nie wykorzystujemy w zaden sposéb specjalnej
struktury uktadu (2.45). Réwnanie (2.45b) sktada si¢ z m takich samych zestawéw
m réwnan rézniczkowych, réznigcych sie tylko warunkiem poczatkowym. Te uktady
réwnan sa niezalezne od siebie i ponadto réwnanie (2.45a) jest niezalezne od réwna-
nia (2.45b). Dodatkowa wada tej metody jest wysoki rzad otrzymanego w ten spos6b
ukladu réwnan rézniczkowych réwny m + m?2.

W praktyce, aby rozwiaza¢ uklad (2.45) najpierw catkuje sie réwnanie (2.45a),
a otrzymane rozwiazanie wykorzystuje do znalezienia rozwiazania réwnania (2.45b)
(poréwnaj réwniez [121]).

Oznaczmy przez ¢(t, g, D) rozwiazanie rébwnania wariacyjnego startujace z wa-
runkéw poczatkowych z(0) = zg, D(0) = Dy. Z liniowosci réwnania wariacyjnego
Wynika7 ze 1/J(t, Zo, DO) - 7/1(757 o, I)DO

Opiszemy najpierw, jak obliczy¢ ¥(¢, o, I) przy zalozeniu, ze xg € xg. Rowna-
nie (2.45b) catkujemy za pomoca Scistej wersji metody Taylora rzedu n. Oznaczmy
D(t) = ¢(t, xg, I). Uzywajac rozwiniecia Taylora funkcji D(t) otrzymujemy

2
Doy (k) = Dy (0) + Dy (0) + 201 (0) 4+
(2.47)
R o) GARNCYEY
+ HDi,j (0) + mDm’ ()‘i,jh)a
gdzie \; ; € [0,1]. Pierwsze n + 1 skladnikéw powyzszego wzoru stanowi zwykla me-
tode Taylora. W celu obliczenia tych sktadnikéw musimy znalezé pochodne do rzedu
n zmiennych D; ; po czasie. Obliczenia dla uktadu Lorenza sa przedstawione w pod-
rozdziale 2.4. Pochodne obliczamy na wektorze przedzialowym xq. Jesli rownanie réz-
niczkowe rozwiazujemy metoda Lohnera dla metody Taylora rzedu n, to obliczenia
pochodnej po zmiennej x metody numerycznej oraz pochodnych D po czasie mozna
wykonaé jednoczesnie, co wynika z wzoru

d*D _ ikai( ) = ﬁdkj@ )=
Atk Atk a0 T Bag atk T T (2.48)
0 dre Ox 0 dkz .

= e ar g = arar D

2.3.1. Oszacowanie zgrubne

Ostatni skladnik wzoru (2.47), bedacy bledem metody, musi byé obliczony dla
pewnego A; ; z przedzialu [0, 1], ktérego wartosci nie znamy. W celu oszacowania bledu
metody musimy znalez¢ oszacowanie zgrubne rozwiazania réwnania wariacyjnego, tzn.
macierz przedziatowa E taka, ze

{Y(t,z,I): t €[0,h],z € x} CE. (2.49)

Stosujemy twierdzenie pozwalajace na znajdowanie oszacowania zgrubnego do réw-
nania wariacyjnego i otrzymujemy nastepujacy wniosek:

60



Whniosek 2.2. Zaldzmy, ze'y zawiera ¢([0,h],x). Niech Y bedzie macierzq przedzia-
lowq spelniajgcq warunek

0
E=T71+]0, h]a—f(y)Y CcY. (2.50)
x
Wéwczas rozwigzanie réwnania wariacyjnego z warunkiem poczgtkowym D(0,2) = 1T
nie opuszcza zbioru E dla t € [0,h], tzn. {¢(t,z,1): t € [0,h],z € x} C E.

Poszukiwanie macierzy E przeprowadza sie podobnie jak przy szukaniu oszaco-
wania zgrubnego dla réwnania rézniczkowego (poréwnaj podrozdziat 2.2.1).

W celu oszacowania bledu metody oblicza sie pochodna D1 w punkcie D = T
na wektorze przedzialowym y, ktéry zawiera rozwigzanie rownania rézniczkowego dla
t € [0, h]. Wynik mnozy sie przez oszacowanie zgrubne E w celu znalezienia $cistego
oszacowania na btad metody.

OpisaliSmy metode obliczenia rozwiazania réwnania wariacyjnego po czasie h
startujacego z warunku poczatkowego I. Aby obliczy¢ rozwigzanie réwnania wariacyj-
nego po dowolnym czasie, stosujemy powyzsza metode dla kazdego kroku czasowego
i korzystamy z liniowosci réwnania wariacyjnego. Startujemy z warunku poczatkowe-
go Dg=1.

Przypus$émy, ze wektory przedzialowe xy, yi, takie, ze {¢(tx, xo): xo € X0} C Xx,
{p(t,z): t €0, hi],zr, € X} C yi zostaly juz znalezione.

Za pomoca metody opisanej powyzej obliczamy macierz Cy zawierajaca rozwia-
zanie réwnania wariacyjnego z warunkiem poczatkowym D(0) = I oraz z(0) € x.
Z liniowosci réwnania wariacyjnego wynika, ze 1 (hy, zk, Di) = ¥(hg, 2k, I)Dy. Za-
tem jesli Dy zawiera rozwigzanie réwnania wariacyjnego dla chwili ¢, to macierz
przedziatowa Dy = CiDy zawiera rozwiazanie réwnania wariacyjnego dla chwili
tk+1 = tr + hi. Z przedstawionej konstrukcji wynika, ze macierze przedziatowe Dy
spelniaja warunek {v(tg,zo,I): xo € Xo} C Dg.

2.3.2. Redukcja efektu pakowania

Do obliczenia macierzy Dy niezbedne jest wykonanie k—1 operacji mnozenia ma-
cierzy przedzialowych. Aby zmniejszy¢ wplyw efektu pakowania, stosuje sie technike
podobna jak w metodzie Lohnera.

Stosujac reprezentacje Dy, = BDy, gdzie By jest pewng macierza nieosobliwg,
otrzymujemy

Dji1 = (B}, CrBi)Dy. (2.51)

W metodzie okre$lanej symbolem PAR jako macierz By41 wybieramy §rodek macierzy
Cy By, 1 obliczamy Bk_+l1 w sposoOb $cisty. Metoda ta posiada podobne wady jak wersja
PAR metody Lohnera.

W metodzie opartej na algorytmie QR rozkladu macierze wprowadzamy pomoc-
niczo macierz Bk+1 = Mid(Cy By ). Rozkladamy te macierz za pomoca algorytmu QR:
Bii1 = Qrs1Riyr 1 stawiamy Byy1 = Qpyq oraz Byl = QF ;.
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Nieco lepsze efekty uzyskuje sie, stosujac reprezentacje Dy, = Dy, + B;Dy, gdzie
D, jest macierza punktowa reprezentujaca érodek Dy, zad D, jest macierza prze-
dziatowa zbudowana z przedzialéw symetrycznych wzgledem zera. Réwniez w tym
przypadku do wyboru macierzy Bj mozna uzy¢ metod PAR i QR.

2.4. Obliczanie pochodnych

Na przyktadzie uktadu Lorenza

da STy — ST1
i fl@)=|raz1 —zo — 2123 (2.52)
T1T2 — qr3

pokazemy jak mozna wyprowadzi¢ wzory niezbedne do konstrukcji metod catkowania
uktadéw rownan rézniczkowych w sposob Scisty. Rozwazymy metode Taylora rzedu
czwartego

2

/ h " h? (3) h (4)
®(x,h) =x+ ha'(t) + =% (t) + 5% (t) + 2% (t). (2.53)

Rozpoczniemy od wyprowadzenia wzordéw na (ciikT,f niezbednych do konstrukeji metody

Taylora.

2.4.1. Pochodne ?T,f

Pochodne z*) mozna obliczyé za pomoca nastepujacych wzordw.

dz .%'/1 ST — ST1
i x/z = f(z) = | re1 —x2 — 2123 |, (2.54a)
T3 T1T2 — 4T3
@e (M) _a (" , T
i x/QI =3 :C/Q = rxllfofxl:Icgfxl/x:; ,  (2.54b)
T3 Ty T1x2 + 125 — Q3
3
d3z 17531 1 " 8331/2/ N 833/1// ’ 1
@B x%:a) = | " - Ty — lex/g - 2$1/~'/’33 - 17/}333 ; (2.54¢)
z T{ T2 + 2z 75 + T1T5 — qTY
3 3
dz 3 __® (38>I(2 i ©)
W m:l( )—xg —zy" w3 =3zl -3t — iy’ |- (2.54d)

2\ zy + 32 xh + 32zl + xlxég) - qxég)
Wzory (2.54) pozwalaja w sposéb rekurencyjny obliczy¢ kolejne pochodne %), Mozna

réwniez wyprowadzi¢ wzory na pochodnag dowolnego rzedu wyrazona wyltacznie za
pomoca zmiennych xj.
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Przyktadowo dla k = 1,2 mamy

Ty STo — ST1

zh | = re; —xe — 123 |, (2.55a)
l’fo, T1X2 — T3

xy (sr+ s2)z1 + (=8 — 8wy — swy23

2y | =| (=rs—r)z1 + (rs+1)ag + (1+5+q)z123 — sT223 — 2329 | . (2.55b)
x4 Pas +re? +sxd — (1+ s+ q)aiae — viw

Widag, ze ztozonoéé¢ wzoréw rosnie bardzo znacznie wraz ze wzrostem k i operowanie
takimi wzorami w programie komputerowym staje si¢ bardzo niewygodne. Ponadto,
reczne wyprowadzanie wzoréw moze prowadzi¢ do wielu pomytek.

Kolejna mozliwosé to wyrazenie pochodnych rozwiazania za pomoca pochodnych
czastkowych funkeji f (poréwnaj [44]). Otrzymujemy w ten sposéb nieco bardziej
zwarte wzory rekurencyjne, ktére tatwiej mozna wprowadzi¢ do programu kompu-
terowego. Dla réwnania rézniczkowego opisujacego uklad Lorenza (2.52) zachodza
nastepujace wzory

-5 s 0 h1
fl(@)-h=r—z3 -1 —x1| |ha], (2.56)

gdzie x = (z1, 29, 23)T oraz h = (hy, ha, h3)™. Druga pochodna f”(z) nie zalezy od x

0
f7(@) - (h,he) = | —harhaz — haihz | (2.57)
hi1has + haihi2

gdzie hy = (hi1,ho1,h31)T oraz hy = (hi2, hoo, h32)T. Poniewaz lewa strona réw-
nania (1.46) nie zawiera elementéw rzedu wyzszego niz dwa, to jest oczywiste, ze
f®) =0 dla k > 2. Wzory na z®) otrzymuje sie¢ w spos6b rekurencyjny

#(t) = Flalt) = f, (2580)
20 = U@ = 9 @) S0 = 17, (2.58)
eOt) = S @) 0) = 11+ 71, (2.58¢)
W) =3f"FFE+ I+ P T E (2.58d)

aO () = Af'ffFf AL FFEf+3FF F f+

(2.58¢)
+3f' f I E RS
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Wzér na z(t + h) dla przypadku metody czwartego rzedu ma postaé

h2 h3
®(z,h) =z +hf + 3f'f + g(f”ff + 1)+
(2.59)

h4
+ ﬂ(?)f”f'fer PP+ 11
Wyrazenie powyzsze nalezy obliczy¢ na wektorze przedzialowym x.

W wersji przedziatowej metody Taylora nalezy dodatkowo uwzgledni¢ btad wpro-
wadzony przez opuszczenie wyrazow wyzszych rzedow

h5 1 1 " el gl s !
= g W FF A3 PR (2.60)

+3f' L P PP

e(x, h)

gdzie tym razem wyrazenie jest wyznaczone na oszacowaniu zgrubnym y zawieraja-
cym trajektorie startujace z x w czasie [0, h].

2.4.2. Pochodne % (‘31%”)

W celu zastosowania metody Lohnera niezbedne jest obliczenie pochodnej meto-

dy Taylora
or Oz \ dt 2 Oz \ dt? 6 Ox \ dt3
LW 0 (dh
24 0z \ dtt ) -

Wyrazenia wystepujace w réwnaniu (2.61)mozna obliczyé¢, rézniczkujac wzgle-
dem x réwnania (2.55). Dla k = 1,2 otrzymujemy

(2.61)

- 0
0 (dx y °
A (dt> r—zy -1 —z |, (2.62a)
T2 X1 —q
9 [d3x sr+ s — s —s—s° 5%
o <dt2)= —rs—r—tes—2x1xy Ts+l—szz3—ax] —tri—szy | . (2.62b)
z 2rxy + txe — 22123 2812 + 123 ¢ —af

gdzie t = —(1 + s + q) jest Sladem macierzy Jacobiego.

Kolejna mozliwosé jest oparta na zwiagzku pochodnych % (%) z pochodnymi
po czasie rozwiazania réwnania wariacyjnego (poréwnaj wzér (2.48) oraz nastepny
podrozdzial).

64



2.4.3. Pochodne Gg%’,?

Aby przeprowadzi¢ calkowanie réwnania wariacyjnego

dD _ of
o = 5. @®) D, (2.63)

nalezy obliczyé¢ pochodne D®). Dla uktadu Lorenza macierz Jacobiego prawej strony
réwnania rézniczkowego jest réwna

—s S 0
gi( t)=|r—=zs -1 —a1]. (2.64)
T2 rr  —q

Uzywajac réwnania wariacyjnego mozemy wyprowadzi¢ w sposob rekurencyjny wzory
na pochodne D®) w punkcie D dla z = x(t). Przykladowo

dD  of
Tl CORE) (2.65a)
D _d (of d [of df dD
D (a< ) d<a) p+ 288 (e
D _ d fdD
a’ <d< > adt)
(2.65¢)
d (9f\dD  of 4D
~ e (5) P d(a)d o
d‘D of a2 [9f\ d
et @ (8) de2 (a )dt
(2.65d)

of\ d2D of d3D
Az T o A3

3 dt (83:

W powyzszych wzorach pojawia si¢ macierz Jacobiego (2.64) prawej strony réwnania
rézniczkowego i jej pochodne po czasie. Sa one rowne

0 0 0

dk /0

k( / (z )) —2 0 =2 (2.66)
T Ty 0

Pochodne z(®) znajdujemy rekurencyjnie za pomocy réwnan (2.54).
Istnieje réwniez mozliwo$é wyrazenia pochodnych D) wylacznie za pomoca
zmiennych x i D.
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Przyktadowo

— 0
aD s s
(s -1 -z | D, (2.67a)
1) rr  —q
£D 0 0 0 s s 0\’
ST —a5 0 -2y |D+|r—2a3 -1 —x| D=
xh ) 0 Ta 1 —q (2.67D)
sr+ 8% — SIT3 —5—52 —S5T1
= | —rs—r—trxs3—2x12- rs+lflsa:37x% —tx1—sxo | D.
2rry 4+ txo — 2z 23 2sx9 + taq q2 — x%

Zauwazmy, ze réwnania (2.67) oraz (2.62) réznia sie jedynie czynnikiem D (po-
réwnaj réwniez wzor (2.48)). Mozna zatem do obliczania pochodnych D®) wykorzy-
9 (d""z ).

stac WwWzZOory na Bz \dik

2.4.4. Automatyczne rézniczkowanie

Wezesniej przedstawiliSmy wyprowadzenie wzoréw niezbednych do zastosowania
Scistej metody Taylora, metody Lohnera, oraz Scistego catkowania réwnania wariacyj-
nego. Widad, ze reczne wyprowadzanie wzoréw jest doé¢ ucigzliwe i moze prowadzi¢
do pomytek. Aby tego uniknaé¢, mozna uzyé¢ tzw. automatycznego rézniczkowania.

W niniejszej pracy opisane sa wyniki obliczen, w ktérych do wyznaczania po-

Fp ¢ k k . L. .
chodnych %, % ‘éTf oraz ((ijtf) uzyto procedur automatycznego rézniczkowania

z pakietéw TADIFF oraz FADBAB [6, 5]. Jedynym wzorem, ktéry nalezy wprowadzié
recznie do programu komputerowego, jest definicja prawej strony réwnania rézniczko-
wego. Pochodne dowolnego rzedu rozwiazania po czasie sg obliczane automatycznie
za pomoca pakietu TADIFF. Podobnie jesli podamy definicje réwnania wariacyjnego,
to pochodne ‘f;t? mozna oblicza¢ automatycznie.

Jesli wykorzystamy pakiet FADBAB, to nie ma nawet koniecznosci wprowadza-

nia réwnania wariacyjnego do programu. Prawa strone réwnania wariacyjnego oraz

k . 7’ . . . 7’ .
pochodne % (‘317,?) mozna réwniez obliczy¢ automatycznie.

2.5. Obliczanie wartosci odwzorowania powrotu

Metoda odwzorowania Poincarégo jest bardzo czesto stosowana podczas analizy
ciaglych ukladéw dynamicznych. W niniejszej pracy jest wykorzystywana w dowo-
dach istnienia orbit okresowych, czy tez dynamiki symbolicznej. Jesli potrafimy obli-
czaé trajektorie ukladu, to wyznaczenie obrazu danego wektora przedziatlowego przez
odwzorowanie Poincarégo jest zagadnieniem stosunkowo prostym.

Zalézmy, ze uogdlnione odwzorowanie Poincarégo jest zdefiniowane przez zbior X
(sume mnogosciowa hiperplaszezyzn X;). Aby obliczy¢ obraz wektora przedzialowego
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X9 C X przez odwzorowanie Poincarégo nalezy obliczaé trajektorie uktadu, spraw-
dzajac réwnoczeénie warunek przeciecia ze zbiorem Y. Podobnie jak poprzednio przez
7(20) oznaczmy czas powrotu trajektorii startujacej z z¢ do zbioru . Przypuéémy,
ze dla kazdego zg € xo pierwsze przeciecie trajektorii startujacej z xg ze zbiorem X
nalezy do hiperplaszczyzny X, tzn. P(xz9) = o(7(x0),x0) € X. W celu obliczenia
obrazu x¢ przez odwzorowanie Poincarégo znajdujemy trajektorie uktadu za pomoca
jednej z metod opisanych wczesniej. Po wyznaczeniu 0 < s; < sgo takich, ze zbiory
{p(s1,20): ®o € X0} 1 {¢(s2,%0): o € X0} leza po przeciwnych stronach plaszczyzny
Yk, nalezy znalezé zbiér y

{o(t,x0): t € [s1,82],0 Ex0} Cy. (2.68)

Obraz zbioru x( przez odwzorowanie Poincarégo jest zawarty w przecieciu y z plasz-
czyzng 2.

Aby mie¢ pewnosé, ze trajektoria po raz pierwszy powrdcita do zbioru X dla
t > s1, nalezy dodatkowo sprawdzaé¢ warunek {¢(t,z9): g € x0} N X = @ dla
t € (0,s1]. Mozna w tym celu wykorzystaé oszacowania zgrubne yj, znalezione w pro-
cesie catkowania réwnania rézniczkowego. Poniewaz xg C 3 to oszacowanie zgrubne
Yo ma niepuste przeciecie z . W tym przypadku wystarczy jednak sprawdzié, ze pole
wektorowe jest transwersalne do ¥ na zbiorze yo. Dodatkowo w celu stwierdzenia, ze
w momencie powrotu do plaszczyzny X przeciecie rowniez jest transwersalne, nalezy
sprawdzié, czy pole wektorowe jest transwersalne do % na zbiorze y.

Obraz obliczony w sposob przedstawiony powyzej moze by¢ znacznie przesza-
cowany, jesli uzywamy statego kroku catkowania. Problemy pojawiaja sie zwlaszcza
w przypadku, gdy krok catkowania jest duzy, zbiory x; mate, i gdy pole wektorowe
w obszarze przeciecia nie jest prostopadte do ptaszczyzny Xj. Najprostsza metoda
zmniejszenia wielkosci znalezionego obrazu jest dopuszczenie modyfikacji kroku cal-
kowania. Dzieki temu mozemy uzyskaé¢ znaczne zmniejszenie roznicy s — s1, a zatem
poprawe doktadno$ci wyznaczonego obrazu. W praktyce do szukania optymalnych
wartosci s1, so stosuje sie metode bisekcji. Po znalezieniu ¢ takiego, ze ¢(tg+1,X0)
nie lezy (w calodci) po tej samej stronie plaszczyzny Xy co ¢(t, Xo), cofamy sie o hy
i zmniejszamy dwukrotnie krok catkowania. Dopuszczajac konkretna liczbe podzialéw
kroku catkowania mozemy znalez¢ s; dowolnie bliskie optymalnej wartos$ci. Podobnie
postepujemy podczas szukania optymalnej wartosci ss.

Aby obliczy¢ pochodng odwzorowania Poincarégo, nalezy oprdcz obliczania tra-
jektorii uktadu catkowaé réwniez réwnanie wariacyjne. Pochodna mozna wyznaczy¢
na podstawie Twierdzenia 1.5.

2.6. Uklady odcinkami liniowe

W przypadku ukladéw odcinkami liniowych (lub ogdlnie odcinkami gladkich)
prawa strona rownania rézniczkowego nie jest funkcja gladka i nie mamy mozliwosci
bezposredniego zastosowania metod opisanych wczeéniej. Trajektorie uktadu mozna
obliczy¢ za pomocay sklejania trajektorii ukladéw gltadkich. Podczas obliczania trajek-
torii musimy sprawdzaé warunek pozostawania w obszarze, w ktérym prawa strona
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jest funkcja gladka. W przypadku dojscia do granicy obszaru nalezy znalezé zbidr
zawierajacy przeciecie trajektorii z granica obszaréw i zbiér ten potraktowaé jako
warunek poczatkowy problemu Cauchy’ego w nastepnym obszarze.

Bedziemy rozwazaé ciagle uktady dynamiczne z prawa strong ciagla, odcinkami
liniowa. Zalézmy, ze dla rozwazanego uktadu obszary liniowe Uy, Us,. .. sa oddzielone
hiperptaszczyznami ¥, 3o, . ...

2.6.1. Obliczanie trajektorii

Do wyznaczenia trajektorii w danym obszarze liniowym mozna zastosowaé jed-
na z metod przedstawionych poprzednio. Dodatkowo istnieje mozliwos¢ zastosowania
wzordéw analitycznych na rozwiazanie uktadu liniowego. Dla liniowego réwnania réz-
niczkowego

T = A(x — p) (2.69)
rozwiazanie ma postaé

o(t, x0) = e (x0 — p) +p. (2.70)

Niech x¢ bedzie wektorem przedzialowym. Przypusémy, ze dla t € (0,s) oraz
Zo € xo punkt ¢(t,xg) nalezy do obszaru liniowego Uy, w ktérym réwnanie stanu ma
postaé (2.69). Wybierzmy przedzial t = [ty, t2], taki ze 0 < t; < t3 < s oraz oznaczmy
przez x(t,xg) wektor przedzialowy otrzymany w wyniku obliczenia

x(t,x0) = e**(x0 — p) + p- (2.71)

Jest oczywiste, ze {p(t,z0): t € t,20 € X0} C x(t,%0). W celu wyznaczenia trajekto-
rii ukladu wybieramy chwile 0=tg <t; <ty <--- i obliczamy x(¢;,x¢) dlai=1,2,....
Roéwnoczesnie sprawdzamy warunek x([t;—1,¢;],%x0) C Uy, aby mieé¢ pewnosé, ze tra-
jektoria nie opuécilta obszaru liniowego Uy.

W przypadku stwierdzenia, ze trajektoria opuszcza obszar liniowy, nalezy obli-
czy¢ przeciecie trajektorii z brzegiem obszaru liniowego. W tym celu najpierw znajdu-
jemy mozliwie duza warto$¢ sy, taka ze p(t, o) ¢ X dla kazdego xg € x0 10 < t < 1.
To zapewnia, ze trajektorie startujace z x pozostaja wewnatrz jednego obszaru linio-
wego dla t < s;. Nastepnie znajdujemy mozliwie male sy > s1, takie ze dla 2y € xg
punkt ¢(ss, xg) nalezy do innego obszaru liniowego. Wynika stad, ze przeciecie kazdej
trajektorii startujacej w x¢ ze zbiorem X nastepuje dla t < sq, czyli Ze czas powrotu
do ¥ dla punktéw z xg nalezy do [s1, s2]. Przedzial t = [s1, s2] powinien mie¢ mozliwie
mala érednice. Optymalizacje przeprowadzamy metoda bisekcji. Ostatecznie uzywa-
my rozwiazania analitycznego w celu obliczenia ¢(t,xo). Znajdujemy w ten sposéb
wektor przedziatowy

x(t,x9) = eAt(Xo —p) +p. (2.72)
Poniewaz wszystkie obliczenia sa wykonywane w arytmetyce przedzialowej, to
{e(T(x0),m0): xo € X0} C x(t,%0).
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Po wyznaczeniu przecigcia trajektorii z granica obszaru Uy,
y = X(t,Xo) N 27

rozpoczynamy obliczenia dla kolejnego obszaru liniowego. Szczegdly mozna znalezé
w pracy [31]. Zauwazmy, ze w ten sposéb obliczylidmy obraz xo przez uogdlnione
odwzorowanie Poincarégo P zdefiniowane przez zbiér X, tzn. P(xq) C y.

Macierz Jacobiego odwzorowania P w punkcie xg € ¥ moze by¢ obliczona na
podstawie Twierdzenia 1.5. Dla ukladu liniowego rozwigzanie réwnania wariacyjnego
jest réwne D(t) = e4t. Otrzymujemy zatem

/ Aly — hT t
P'(z0) = (I - }M) et (2.73)

gdzie t = 7(x¢) jest czasem powrotu, y = P(xg) zas h jest wektorem prostopadlym
do ¥ w punkcie P(xz¢). Powyzszy wzor jest prawdziwy przy zalozeniu, ze trajektoria
o(t, zo) przecina ¥ transwersalnie w punktach xg i y.

Macierz Jacobiego dla zy € x( jest obliczana za pomoca wzoru

_ _A(Y_P)hT oAt
1= (1) @)

gdzie podstawiamy wielkosci przedziatlowe y, t znalezione podczas obliczania P(xq).
Przyktad obliczen zostanie przedstawiony w podrozdziale 2.9.

2.7. Przyktady obliczania trajektorii
uktadéw dyskretnych

Na przyktadzie odwzorowan Hénona i Ikedy przeprowadzimy poréwnanie opisa-
nych wczedniej metod obliczania trajektorii uktadéw dyskretnych.

2.7.1. Odwzorowanie Hénona

Jako pierwszy przyklad rozwazmy odwzorowanie Hénona (1.31).

W tabeli 2.1 przedstawiono wyniki obliczen trajektorii punktu (0,0) dla odwzoro-
wania Hénona przy uzyciu réoznych metod. W tabeli podano numer iteracji k, w ktérej
przerwano obliczenia, oraz $rednice Diam(xy) zbioru zawierajacego obraz kostki po-
czatkowej po czasie k. Metoda IV to bezposrednie obliczenie kolejnych iteracji odwzo-
rowania w arytmetyce przedzialowej wedlug wzoru (2.1). Metody MVF i MVFN wyko-
rzystuja twierdzenie o wartosci éredniej (wzory (2.6) oraz (2.7)). Pozostale metody to
rézne reprezentacje zbioru xy przy obliczaniu trajektorii (poréwnaj podrozdz. 2.1.3).

Okazuje sie, ze w przypadku odwzorowania Hénona metoda IV daje lepsze wyniki
niz metoda MVF oparta na twierdzeniu o wartosci $redniej. W pewnym sensie od-
wzorowanie Hénona jest wyjatkowe. W przypadku innych rozwazanych odwzorowan
metoda IV jest gorsza niz pozostate metody.

69



Tabela 2.1
Wyniki obliczen trajektorii odwzorowania Hénona

xo = (0,0) %o = (0.000g,0.0005)
Metoda k | Diam(xy) k Diam(xx)

v 67 3.05 | 18 4.11
MVF 66 9.46 | 16 6.43
MVFN 67 3.05 | 19 11.28
MVF IV 66 6.00 | 16 6.43
MVF PAR | 11 41.86 | 6 10.00
MVF QR | 81 8.36 | 18 3.76
MVF QRS | 81 8.36 | 19 8.44
MVF IE 81 9.94 | 19 5.58

Wyjatkowo$¢ odwzorowania Hénona wynika z faktu, ze jedyna nieliniowoscia
w odwzorowaniu Hénona jest podnoszenie do kwadratu zmiennej z1, oraz ze kaz-
da zmienna wystepuje co najwyzej raz we wzorach, z ktorych korzystamy podczas
obliczenia h(x1,z3). Jesli uzywamy optymalnej metody wyznaczania 22, to obliczenia
w arytmetyce przedzialowej daja nam najmniejszy wektor przedzialowy zawierajacy
h(x). Przy obliczaniu pojedynczej iteracji nie wystepuje efekt pakowania.

a) IV b) MVF
X X1
‘ I T ‘ T
1 . o =4 1 o 'w‘ =
Ok .. —] OR . ’ . .'.. —]
, .+| 17 A |
-1 . . =, -1 . . -
N B B | Lk ‘ [T A .k
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
¢) MVF IV d) MVF PAR
X X
‘ I I ‘ \ \
L= .W‘ - 1 ]
o ' | - o .
A . . ., -1 —
N L N | .k ‘ I R R .1k
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¢) MVF QR f) MVF IE
X1 X
‘ I \ \ ‘ I I 1
= . ‘* - 1 . ,* —
O; . ; 0; .t ;
1 . . - . . ' _
I L N Lk ‘ I R R .k
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Rys. 2.2. Trajektoria punktu (0,0) dla odwzorowania Hénona
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Metody oparte na zmianie reprezentacji zbioru x;, daja catkowicie rézne wyniki.
Metoda PAR przestaje dziata¢ po niewielkiej liczbie iteracji. Daje ona dobre oszaco-
wania w przypadku rozwigzan oscylacyjnych.

Dla odwzorowania liniowego, na przyktadzie ktorego przedstawialiSmy efekt pa-
kowania, metoda ta przewyzsza pozostate metody. Jednak w wiekszoéci przypadkéw
przestaje ona dziala¢ na skutek koniecznosci odwracania macierzy Bjy1, ktora zwy-
kle staje si¢ zle uwarunkowana przy wickszym czasie obliczen. Tak jest dla wszystkich
uktadéw liniowych, dla ktérych wartoéci wlasne maja rézne czesci rzeczywiste.

Metoda QR zdecydowanie przewyzsza pozostale metody. Przy jej uzyciu mozliwe
jest obliczenie 80 iteracji odwzorowania Hénona. W przypadku przedziatu startowego
o zerowej Srednicy stosowanie metody IE nie ma sensu. Zwiekszona ilosé obliczen daje
nieznaczne pogorszenie wynikéw w poréwnaniu z metoda QR. Obliczone trajektorie
zostaly przedstawione na rysunku 2.2.

W tabeli 2.1 zostaly réwniez zebrane wyniki obliczen dla zbioru warunkéw po-
czatkowych xg = (0.0005,0.0003). Z przedstawionych wynikéw mozna wysnué podob-
ne wnioski jak poprzednio. Metoda IV jest lepsza od metody MVF. Réwniez w tym
przypadku metoda PAR dziata bardzo Zle. Istotne réznice dotycza metod najlepszych.
Tym razem wersja QR z sortowaniem jest lepsza niz wersja QR. Metoda IE, w ktérej
przedzial poczatkowy jest traktowany niezaleznie od btedéw powstalych w trakcie
obliczen, dziala najlepiej. Mimo iz zbiér poczatkowy jest wektorem przedzialowym
o stosunkowo malej srednicy, to nawet w przypadku najlepszej metody udaje si¢ obli-
czy¢ nie wiecej niz 20 iteracji odwzorowania. Zwiekszenie liczby iteracji przy ustalonej
Srednicy zbioru x; mozna uzyskaé¢ dzigki zastosowaniu uogélnionej metody bisekcji.

2.7.2. Odwzorowanie Ikedy

W tabeli 2.2 poréwnane zostaly rézne metody obliczania trajektorii odwzorowa-
nia Tkedy dla warunkéw poczatkowych xo = (0, 0) oraz xq = (0.0004, 0.0003).

Tabela 2.2
Wyniki obliczen trajektorii odwzorowania Ikedy dla punktu xo = (0,0) oraz zbioru
xo = (0.000g,0.0003), k jest numerem iteracji, w ktérej przerwano obliczenia, Diam(xy) jest
$rednica zbioru zawierajacego trajektorie po czasie k

Metods X0 :.(07 0) X0 = (0.0905,0.0003)
k | Diam(xy) | k Diam(xx)

Y 31 6.06 | 10 3.93
MVF 47 120.57 | 11 14.04
MVFEN 31 6.06 | 14 35.42
MVF 1V 47 79.00 | 11 14.04
MVF PAR | 15 | >1000.00 | 8 > 1000.00
MVF QR | 55 214.69 | 13 16.38
MVF QRS | 55 264.22 | 13 16.38
MVF IE 55 17.65 | 14 93.89
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Widaé, ze metoda IV obliczania obrazu za pomoca arytmetyki przedzialowej
bez wykorzystania twierdzenia o wartosci Sredniej daje znacznie gorsze rezultaty niz
metoda MVF. Podobnie jak dla odwzorowania Hénona najlepsze wyniki daje meto-
da IE. Dla niezdegenerowanego zbioru warunkéw poczatkowych metoda MVEN jest
nieznacznie lepsza. Przy malej liczbie iteracji efekt pakowania zwigzany z obliczaniem
iloczynu macierzy przedzialowych we wzorze (2.7) nie ma duzego wplywu. Obliczone
trajektorie dla xo = (0.0003,0.0004) zostaly pokazane na rysunku 2.3.
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Rys. 2.3. Trajektoria kostki [0,0.0001] x [0,0.0001] dla odwzorowania Ikedy

2.8. Przyktady obliczania trajektorii
ukladow cigglych

Poréwnamy obecnie wybrane metody obliczania trajektorii ukladow ciaglych.
W obliczeniach uzyte zostaly zmodyfikowane wersje procedur do arytmetyki prze-
dzialowej pochodzacych z pakietéw Bias i Profil [69]. Do obliczania pochodnych uzyto
procedur automatycznego rézniczkowania z pakietéw TADIFF oraz FADBAB [6, 5].
Zaczniemy od ciggtego uktadu dynamicznego na plaszczyznie.
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2.8.1. Zaburzony uklad liniowy

Jako pierwszy przyktad rozwazmy zaburzenie uktadu liniowego drugiego rzedu

1\ _ (anz + a1z + 1173 + 1273 (2.75)
To a2121 + a22x2 + dax122 ’

z nastepujacymi warto$ciami parametréow: a1 =0.1, a0 =1, ag1 = —1, as2 = —0.05,
c11=0.07, ¢12=—0.05, d2 =0.04. Jest to zaburzony uklad liniowy, ktéry w przyblizeniu
opisuje obrét wokot poczatku uktadu. Dla takiego uktadu spodziewamy sie, ze metoda
Lohnera w wersji PAR powinna dawaé dobre wyniki.

Obliczono trajektorie dla warunkéw poczatkowych xo =[0.48,0.52] x [-0.02,0.02].
W obliczeniach uzywano metode Taylora czwartego rzedu i stosowano krok catkowa-
nia 7 = 0.1. Trajektorie obliczano do momentu, gdy osiagnieto czas calkowania rowny
t = 50 lub gdy kolejny zbior xj41 zawieral zbior x;. Warunek xj C Xg41 jest wygod-
nym kryterium stopu przy obliczaniu trajektorii uktadu, a zwlaszcza przy obliczaniu
odwzorowania Poincarégo. Jesli warunek ten jest spelniony, to kolejne iteracje beda
zawieraly iteracje poprzednie i nie ma szansy, aby w ktérym$ z kolejnych krokéw
stwierdzono przejscie calego zbioru x; poza hiperplaszczyzne definiujaca odwzorowa-
nie Poincarégo. Kontynuacja obliczen nie ma zatem sensu i nalezy wybra¢ mniejszy
zbiér startowy lub zmieni¢ krok caltkowania.

Tabela 2.3
Wiyniki obliczen trajektorii zaburzonego uktadu liniowego, ¢ jest czasem, w ktérym przerwano
obliczenia, Diam(xy) jest $rednica zbioru zawierajacego obraz kostki poczatkowej po czasie t

Metoda t Diam(xz)
Taylor 2.9 1.0994
LogNorm EUCL | 24.1 3.2765
LogNorm MAX 2.5 0.7881
LogNorm SUM 2.1 0.9587
Lohner IV 3.5 1.2653
Lohner PAR 50.0 0.9519
Lohner QR 33.3 2.7383
Lohner QRS 33.3 2.7383
Lohner IE 50.0 1.0816

Przeprowadzono obliczenia za pomoca metody Taylora, przy uzyciu metod opar-
tych na normach logarytmicznych (wersja EUCL dla normy euklidesowej, MAX dla
normy || - ||e oraz SUM dla normy || - ||1) oraz wykorzystujac rézne wersje metody
Lohnera (IV, PAR, QR, QRS oraz IE). Wyniki obliczeni zebrano w tabeli 2.3 oraz
przedstawiono na rysunku 2.4.

Widaé, ze najlepsze wyniki sa osiagane przy uzyciu metody PAR. Metoda QR
jest znacznie gorsza. Proces ortogonalizacji powoduje przeszacowanie zbioru reprezen-
towanego. Metoda IE daje prawie tak dobre wyniki jak metoda PAR, cho¢ jest oparta
na wersji QR. Jest to efektem uzycia niezaleznej reprezentacji dla zbioru startowego.
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a) Taylor b) LogNorm EUCL

e) Lohner IV f) Lohner PAR

i
0 10 20 30 40 50

Rys. 2.4. Trajektoria zaburzonego ukladu liniowego dla zbioru warunkéw poczatkowych
xo = [0.48,0.52] x [—0.02,0.02] obliczona przy uzyciu réznych metod

Metoda Taylora przestaje dziataé juz po czasie t = 3. Niewiele lepsza jest me-
toda Lohnera w wersji IV. Reprezentacja wyniku w postaci wektora przedziatowego
prowadzi do bardzo znacznych przeszacowan i silnego wpltywu efektu pakowania.

Z metod opartych na normach logarytmicznych zadowalajace wyniki daje jedynie
wersja uzywajaca normy euklidesowej. Gdyby uklad opisywal czysty obrét (a;; = 0,
a1z = 1, as; = —1, ass = 0), to metoda ta dawalaby wyniki optymalne. Z powodu
niezerowych wartosci wspolczynnikéw odpowiedzialnych za $ciskanie i rozcigganie nor-
ma euklidesowa powoduje nieznaczne przeszacowanie prawdziwego wzrostu kuli przy
przesunieciu o krok czasowy. Normy MAX i SUM nie potrafia poprawnie oszacowaé
zmiany wielkosci zbioru. Uzyskane wyniki sg gorsze niz dla metody Taylora.
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Na rysunku 2.5 przedstawiono obliczone trajektorie na plaszczyznie (z1,xz2) dla
metody Taylora i wersji PAR metody Lohnera.
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Rys. 2.5. Trajektoria zaburzonego ukladu liniowego dla zbioru [0.48,0.52] x [—0.02,0.02]
obliczona metoda: a) Taylora; b) Lohnera w wersji PAR

2.8.2. Uklad Lorenza

Dla ukladu Lorenza obliczono trajektori¢ kwadratu [0, 0.001] x [2,2.001] x [27, 27],
co odpowiada obliczaniu odwzorowania Poincarégo dla wyboru ptaszczyzny transwer-
salnej, tak jak w pdézniejszej czesci pracy. Uzywano kroku catkowania 7 = 0.01. Wy-
niki obliczen przedstawiono w tabeli 2.4 oraz na rysunku 2.6. Wida¢ znaczne réznice
w poréwnaniu z zaburzonym ukladem liniowym. Metoda PAR, ktéra przedtem byla
najlepsza, teraz daje wyniki tylko niewiele lepsze od metody Taylora.

Tabela 2.4
Wiyniki obliczen trajektorii uktadu Lorenza; ¢ jest czasem, w ktérym przerwano obliczenia,
Diam(xy,) jest Srednicg zbioru zawierajacego obraz kostki poczatkowej po czasie t

Metoda t Diam(xz)
Taylor 0.29 4.73
LogNorm EUCL | 1.05 5.12
LogNorm MAX | 0.54 9.88
LogNorm SUM 0.57 15.63
Lohner IV 1.15 10.06
Lohner PAR 0.39 35.26
Lohner QR 1.69 24.92
Lohner QRS 1.70 21.64
Lohner IE 1.69 19.52
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Pozostate wersje metody Lohnera pozwalaja na znacznie dtuzsze catkowanie ukla-
du. Metoda QRS i oparta na niej metoda IE sa zdecydowanie najlepsze. Z metod wy-
korzystujacych normy logarytmiczne najkorzystniejsza jest wersja oparta na normie
euklidesowej (dwukrotnie diuzszy czas catkowania niz dla pozostatych norm).

a) Taylor b) LogNorm EUCL

Rys. 2.6. Trajektoria uktadu Lorenza dla zbioru xo = [0, 0.001] x[2,2.001] x [27, 27] obliczona
przy uzyciu wybranych metod

Obliczenie obrazu poczatkowe]j kostki przez odwzorowanie Poincarégo (przeciecie
z plaszezyzna x3 = 27, x4 < 0) jest mozliwe tylko przy uzyciu metody Lohnera lub
metody EUCL. Przy metodzie Taylora nawet start z punktu nie pozwala na obliczenie
obrazu przez odwzorowanie Poincarégo. Obliczenie obrazu kostki przez odwzorowanie
Poincarégo przy zastosowaniu innych metod jest mozliwe tylko pod warunkiem, ze
kostka jest bardzo mala, a krok calkowania krotki.
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2.8.3. Uklad elektroniczny z gltadka nieliniowoscia

Dla ukladu elektronicznego opisanego réwnaniem (1.39) przeprowadzono oblicze-
nia trajektorii dla zbioru poczatkowego [—2.301, —2.3] x [—0.141, —0.14] x [1.23,1.231]
przy uzyciu kroku czasowego 7 = 0.1. Wyniki przedstawiono na rysunku 2.7 oraz
w tabeli 2.5.

a) Taylor b) LogNorm EUCL
X1 X1
' I I ' I I I
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Rys. 2.7. Trajektoria uktadu elektronicznego z gtadka nieliniowoscia dla zbioru warunkdéw
poczatkowych xo = [—2.301, —2.3] x [—0.141, —0.14] x [1.23, 1.231]

7 podanych wynikéw jednoznacznie widaé¢ zalety metody Lohnera w wersji IE.
Pozwala ona na catkowanie uktadu w czasie ponaddwukrotnie dtuzszym niz pozostate
wersje.
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Tabela 2.5
Wyniki obliczen trajektorii uktadu elektronicznego z gtadka nieliniowodcia, t jest czasem,
w ktérym przerwano obliczenia, Diam(xy) jest $rednica zbioru zawierajacego obraz kostki
poczatkowej po czasie t

Metoda t Diam(xx)
Taylor 3.6 2.2498
LogNorm EUCL 12.3 0.3611
LogNorm MAX 10.7 0.2911
LogNorm SUM 2.6 10.0664
Lohner IV 22.7 10.7052
Lohner PAR 19.9 30.0860
Lohner QR 76.4 21.6187
Lohner QRS 77.6 21.5453
Lohner IE 172.1 10.6968

Szczegodlnie ciekawe jest poréwnanie z wersja QRS. Okazuje sig, ze potraktowanie
propagacji bledéw pochodzacych od niezerowej szerokosci startowego wektora prze-
dziatowego decyduje o przewadze tej metody. Metoda Taylora prawie natychmiast
przestaje dzialaé (czas calkowania ponad 40-krotnie krétszy niz przy uzyciu metody
IE). W przypadku tego ukladu dynamicznego efekt pakowania objawia sie szczegdl-
nie silnie. Metoda wykorzystujaca normy logarytmiczne w wersji MAX daje wyniki
poréownywalne z metodag EUCL, podczas gdy wersja SUM dziala gorzej niz metoda
Taylora.

2.9. Przyktad obliczania trajektorii uktadu
odcinkami liniowego

Rozwazmy obwdéd Chuy opisany réwnaniem (1.36). Jest to uklad réwnan réz-
niczkowych z prawa strong odcinkami liniowa. Przestrzen stanéw R mozna podzieli¢
na trzy otwarte obszary, w ktérych uktad réwnan rézniczkowych jest liniowy,

U, = {1’ S R3: l’1<7].}7
Uy ={z € R3: 2] <1}, (2.76)
Us={z R z;>1},

oddzielone ptaszczyznami
Yy={z Rz =-1}, Yy={zcR x =1} (2.77)
W kazdym z obszaréw U; uklad jest liniowy i réwnanie (1.36) ma postaé

&= Ai(z —pi), (2.78)
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gdzie A; sa macierzami kwadratowymi wymiaru 3 o stalych wspo6tczynnikach, nato-
miast p; sa punktami stalymi ukladu (1.36) nalezacymi do obszaréw U;. Rozwiazanie
uktadu w obszarze U; ma postaé
o(t, x) = et (x — p;) + p;. (2.79)

Ponizej przedstawimy poréwnanie réznych metod obliczania wartosci uogdlnione-
go odwzorowania Poincarégo P zdefiniowanego przez zbiér 3 = 31 U3, Wprowadzmy
na Y, lokalny uktad wspétrzednych odziedziczony z R3, tzn. punkt (x1,22) € 32 be-
dziemy utozsamiaé¢ z punktem (1,21, 79) € R3.

Poréwnanie przeprowadzimy dla wektora przedzialowego

xo = (—0.33305, —4.23405) C % (2.80)

o szerokoéci (1075,1079).

Obliczono P(x¢p) i P'(xg) przy uzyciu metody Lohnera (wersja IE), opisanej
w podrozdziale 2.2, oraz za pomoca wzoréw analitycznych (typu e?) na trajektorie
uktadu liniowego, podanych w podrozdziale 2.6.

Wyniki obliczen zostaly przedstawione w tabeli 2.6. Dla obu metod podano wynik
obliczen oraz wielko$¢ otrzymanego zbioru. Znaleziony czas powrotu w przypadku obu
metod jest podobny. Metoda analityczna daje nieznacznie wezszy przedzial. Pozostale
wielkosci sg obliczone znacznie dokladniej przy uzyciu metody Lohnera. Jest to o tyle
dziwne, ze przy ustalonym czasie powrotu wzory analityczne sa wzorami dokladnymi.
Okazuje si¢ ze bezposrednie zastosowanie wzoréw (2.72) oraz (2.74) powoduje bardzo
znacznie przeszacowanie wynikéw na skutek silnego wplywu efektu pakowania.

Tabela 2.6
Poréwnanie wynikéw obliczen odwzorowania Poincarégo dla obwodu Chuy

Metoda Lohner IE Rozwigzanie analityczne e?
T(%0) [3.3961230, 3.3962696] [3.3961267, 3.3962688]
Diam(7(x0)) 0.0001466 0.0001421
P(xo) (02444755, —1.147585) (0.2445578, —1.133309)
Diam(P(xo)) | (3.12-1075,0.000856) (0.0003556, 0.006787)
P(x0) P e DRy
14.45709s  1.81i308 14.385454 1.8573885
Diam(P’ (x0)) 0.002164 0.00032> 0.012169  0.00176 >
0.015777 0.002472 0.11317  0.0163253

Ponizej przedyskutujemy kilka metod poprawy wynikéw uzyskanych za pomoca
wzoréw analitycznych. Najprostsza metoda zmniejszenia efektu pakowania jest po-
dzial przedzialu t na kilka czesci i dla kazdej z nich zastosowanie wzoru (2.72). Przy
obliczaniu P’(xq) za pomoca wzoru (2.74) wykorzystujemy poprawione y = x(t,xg)
i dodatkowo wykorzystujemy metode bisekcji dla t.
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Poréwnanie wynikéw otrzymanych przy uzyciu tej metody dla réznej liczby po-
dzialéw n; jest przedstawione w tabeli 2.7. Widaé, ze juz podzial na 10 czesci daje
ok. pieciokrotne zmniejszenie Srednicy P(xg). Wykonywanie podzialéw na mniejsze
czesci daje dalsza poprawe, ale obserwujemy efekt nasycenia. Wraz ze wzrostem liczby
ng poprawa staje si¢ coraz mniejsza.

Tabela 2.7
Poréwnanie szerokosci zbioréw P(xo) oraz P’'(xo) znalezionych za pomoca réznych metod

Metoda Diam(P(x)) Diam(P’'(x))
Lohner IE (3.12-107°,0.000856) | (0.002164,0.00032,0.01577,0.002472)
et (0.0003556,0.006787) | (0.012169,0.00176,0.1131,0.016325)
e ny =10 | (6.13-107°,0.001380) | (0.002599,0.000372,0.02402, 0.003617)
e ny =107 | (3.36-107°,0.000894) | (0.001753,0.000249,0.01625,0.002530)
e ny =10 | (3.09-107°,0.000845) | (0.001668,0.000237,0.01547, 0.002422)
e, ny =10* | (3.07-107°,0.000841) | (0.001661,0.000236,0.01541,0.002412)
e n, =25 | (7.28-1075,0.000248) | (0.000583,8.022-107°,0.00774,0.001303)
e n, =21 | (4.73-107%,0.000183) | (0.000583,8.022-107°,0.00774,0.001303)
et n, =22 | (4.32-1075,0.000174) | (0.000567,7.770-10~°,0.00762,0.001286)
e n, =2 | (4.11-1075,0.000168) | (0.000558,7.644-10~°,0.00756,0.001277)
e ny =2 | (3.99:-1075,0.000165) | (0.000553,7.582-10°,0.00752,0.001273)
et MVF (3.96-107%,0.000163) | (0.000590,8.646-10~°,0.00947, 0.001335)

Druga modyfikacja polega na zastosowaniu metody uogdlnionej bisekcji do zbio-
ru xg. Dla kazdej czedci x{) zbioru xo wyznacza si¢ czas powrotu i oblicza P(x}) oraz
P'(x}) za pomoca wzoréw (2.72) i (2.74). W tabeli 2.7 podano wyniki uzyskane przy
podziale zbioru xg na n, = 2°,...,2'0 czeéci. Uzyskane wyniki sa znacznie lepsze
niz przy podziale przedzialu t. Gléwnym minusem jest koniecznos¢ wielokrotnego
wyznaczania czasu powrotu, co znacznie wydluza czas obliczen.

Kolejna metoda to zastosowanie twierdzenia o wartosci Sredniej do obliczenia
wyrazenia (2.72). Obliczenie P(xg) wykonujemy dwuetapowo. Najpierw znajdujemy
y ze wzoru (2.72). Nastepnie obliczamy macierz Jacobiego J ze wzoru (2.74) i wyko-
rzystujemy ja do poprawy oszacowania na P(xq)

P(x0) Cz = P(xo)+ J(x0 — x0). (2.81)

Obliczone w ten sposdéb poprawione oszacowanie na P(xg) mozemy nastepnie
uzy¢ do poprawy oszacowania na P’(xg). Mozna te procedure stosowaé iteracyjnie.
Okazuje sie¢ jednak, ze kolejne iteracje nie zmniejszaja w sposéb istotny Srednicy
otrzymanych oszacowan.

Wyniki obliczen uzyskane za pomoca tych metod zostaly przedstawione w tabe-
li 2.7. Wida¢ wyraznie, ze metoda MVF przewyzsza pozostate metody. W szczegdl-
noéci uzyskane za jej pomoca wyniki sa znacznie dokladniejsze od wynikéw uzyska-
nych za pomoca metody Lohnera. Zwlaszcza duze réznice mozna zauwazyé w obliczo-
nych oszacowaniach na macierz Jacobiego odwzorowania Poincarégo. Metoda Lohne-
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ra zmniejsza wplyw efektu pakowania przy obliczaniu P(xp). Rozwiagzanie réwnania
wariacyjnego jest w zasadzie obliczane jako iloczyn macierzy przedzialowych, czego
skutkiem jest znaczne przeszacowanie macierzy Jacobiego.

Okazuje si¢ zatem, ze stosowanie wzoréw analitycznych jest korzystniejsze niz
uzycie metody Lohnera. W celu otrzymania dobrych oszacowan nalezy stosowac twier-
dzenie o wartosci Sredniej do obliczania wyrazen danych wzorami analitycznymi lub
uzywaé innych metod ograniczania wplywu efektu pakowania (np. metode bisekcji).
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3. Orbity okresowe

W rozdziale tym opiszemy metody analizy zbioréw granicznych wykorzystujace
arytmetyke przedzialowa. Zbiory graniczne sg interesujace dla dynamiki uktadu, po-
niewaz reprezentuja jego zachowanie dtugoterminowe, czyli tzw. stan ustalony uktadu.
Trajektorie, ktore obserwujemy po zaniku sktadowych przejsciowych, sa polozone na
zbiorach granicznych.

Szczegdlnie duzo uwagi poswiecimy punktom stalym i orbitom okresowym, ktére
sg najprostszymi przykladami zbioréw granicznych. Niosa one wiele informacji na te-
mat uktadu dynamicznego. W szczegdlnosci problem istnienia orbit okresowych jest
istotny w analizie ukladéw chaotycznych, ktore przy pewnych zalozeniach charaktery-
zuja si¢ istnieniem nieskonczonej liczby orbit okresowych zanurzonych w atraktorze.
Dziwny atraktor jest zbudowany na nieskoniczonym zbiorze niestabilnych orbit okreso-
wych, uporzadkowanych w sposéb hierarchiczny. Krétsze orbity daja zgrubne przybli-
zenie atraktora, za$ dluzsze ujawniaja bardziej szczegdltowo jego strukture [4, 18]. Pro-
blem istnienia orbit okresowych ma duze znaczenie w wielu zastosowaniach. W dzie-
dzinie ukladéw chaotycznych mozna wspomnie¢ sterowanie chaosem za pomoca sta-
bilizacji jednej z niestabilnych orbit okresowych zanurzonych w atraktorze [100] lub
uzywanie orbit okresowych jako alfabetu dla celéw telekomunikacyjnych [58].

Zwykle orbity okresowe znajdowane sa podczas symulacji komputerowych. Pro-
sta metoda znajdowania orbit okresowych na podstawie szeregu czasowego zostata
opisana w pracy [76]. W metodzie bliskich powrotéw szuka sie w szeregu czasowym
trajektorii pseudookresowych (trajektoria wraca w poblize punktu startowego). Meto-
da jest oparta na zalozeniu, ze w otoczeniu takiego kawalka trajektorii istnieje orbita
okresowa. Wiadomo jednak, ze tak by¢ nie musi. Przyktadowo dla uktadu dynamicz-
nego opisujacego prawie okresowa trajektorie na dwuwymiarowym torusie, metoda
bliskich powrotéw znajduje wiele orbit pseudookresowych, choé¢ wiemy, ze w przy-
padku tego ukladu nie istnieja orbity okresowe. Metode bliskich powrotéw bedziemy
stosowaé do znajdowania punktu startowego dla metod przedziatowych.

Podstawowa metoda numeryczna wykrywania orbit okresowych jest oparta na
metodzie Newtona poszukiwania zer funkeji wielu zmiennych [110]. Zat6zmy, ze £ jest
zerem funkcji g: R™ +— R™, xg jest przyblizeniem £ oraz g jest rézniczkowalna dla
x = xo. Wtedy z dokladnoécia do pierwszego przyblizenia otrzymujemy

0= g(&) = g(xo) + ¢'(x0) (€ — o), (3.1)
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gdzie

991 91 . 9a1
Oz Ox2 0L,
g2 992 .. 995
/ oxq Oxo OTm
g'(xo) = | . . . (32)
3$1 8:E2 Bmm T=x(

jest macierza Jacobiego odwzorowania g w punkcie xg. Jesli ¢'(x) jest nieosobliwa,
to réwnanie g(zo) + ¢'(zo)(x1 — xo) = 0 mozna rozwigzaé ze wzgledu na z;

w1 = N(wo) = 20 — ¢ (20) ™" g(o) (3.3)

oraz mozna wybraé¢ z; jako przyblizenie zera £. Iteracyjna metoda Newtona rozwia-
zywania ukladu réwnan g(x) = 0 wyraza si¢ wzorem

1g(gnk). (3.4)

Przy zatozeniu, ze punkt poczatkowy jest wybrany odpowiednio blisko punktu okre-
sowego, metoda jest bardzo szybko zbiezna. Mozna pokazaé, ze metoda Newtona ma
lokalnie co najmniej kwadratowa, zbieznosé

|21 — €Il < Cllzy — €117, (3.5)

Tpp1 = N(zy) = 2 — g'(z1)”

tzn. w kazdej iteracji podwajana jest liczba cyfr dokladnie okreslajacych polozenie
zera.

W celu znalezienia polozenia orbity o okresie n odwzorowania f metode New-
tona stosuje sie do odwzorowania g(z) = x — f"(x). Proces poszukiwania orbity
okresowej rozpoczyna sie wyborem punktu startowego xg, a nastepnie oblicza sie ko-
lejne przyblizenia wedlug wzoru (3.4). W celu znalezienia wszystkich orbit okresowych
o ustalonym okresie stosuje sie¢ metode Newtona dla wielu punktéw startowych po-
lozonych na przyktad na regularnej siatce. Nie ma jednak pewnosci, ze znalezione
zostang wszystkie orbity okresowe.

Bardziej skomplikowanym problemem niz znalezienie przyblizonego potozenia or-
bity okresowej jest udowodnienie, ze w poblizu trajektorii wygenerowanej przez kom-
puter istnieje prawdziwa orbita okresowa. Poniewaz bledy zaokraglen moga w istotny
sposéb zmienia¢ dynamike uktadu, to nie ma pewnosci, ze w poblizu znalezionej orbity
istnieje prawdziwa orbita okresowa. Ten problem jest szczegdlnie wazny w przypadku
uktadéw chaotycznych. W wyniku btedéw zaokraglen oraz wrazliwosci na zmiane wa-
runkéw poczatkowych trajektoria wygenerowana przez komputer po pewnym czasie
staje sie nieskorelowana z rzeczywista trajektorig punktu startowego.

Istnieje szereg metod, ktére moga byé uzyte do udowodnienia istnienia orbity
okresowej. Wiele z nich jest prostym wnioskiem z twierdzenia Brouwera o punkcie
statym, ktére mowi, ze jesli zwarty zbiér X C R™ jest odwzorowany przez ciagla
funkcje f w siebie, to f ma punkt staly w X, tzn. istnieje x € X, takie ze f(z) = .
Za pomoca tego twierdzenia mozna w prosty sposob udowodni¢ istnienie asympto-
tycznie stabilnej orbity okresowej. Dla dowolnego punktu z takiej orbity mozna zna-
lez¢ otoczenie U, spelniajace warunek f™*(U) C U, dowodzac tym samym, ze istnieje
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punkt okresowy o okresie n odwzorowania f wewnatrz U. Jesli odwzorowanie f jest
odwracalne, to w podobny sposéb mozna udowodnié istnienie orbity niestabilnej we
wszystkich kierunkach (staje sie ona stabilna przy zmianie kierunku czasu). Metoda
ta nie moze by¢ jednak bezposrednio uzyta do dowodu istnienia orbit okresowych
typu siodlowego.

Inna klasa metod oparta jest na wlasnosciach indeksu punktu stalego. W jed-
nej z metod dowodzi sig¢ istnienia topologicznego sprzezenia miedzy odwzorowaniem
f a odwzorowaniem liniowym posiadajacym punkt staly tego samego typu [83, 43].
W kolejnej metodzie oblicza sie indeks punktu statego, catkujac pewna funkcje wzdiuz
okregu otaczajacego punkt staly. Jesli wynik jest niezerowy, to istnienie punktu sta-
lego jest wnioskiem z wlasnosci indeksu [71]. Ta ostatnia metoda moze byé uzyta dla
odwzorowan wymiaru 2. Obie metody pozwalaja na udowodnienie istnienia punktéw
stalych dowolnych typéw (réwniez siodlowych). Ich gléwna wada jest duza zlozonosé
obliczeniowa.

Rozwdj metod dowodu istnienia i jednoznacznosci zer odwzorowan nieliniowych
wykorzystujacych arytmetyke przedzialowa otworzyl mozliwos¢ badania w sposéb Sci-
sty niestabilnych orbit okresowych ukladéw dynamicznych. W podrozdziale 3.1 po-
dane zostana metody przedzialowe dowodu istnienia orbit okresowych. Przypomnimy
definicje kilku operatorow przedzialowych oraz pokazemy, jak wykorzysta¢ wlasnosci
tych operatoréw oraz algorytm bisekcji do znalezienia wszystkich orbit okresowych
o ustalonym okresie. Przeprowadzimy testy metod opartych na przedzialowych ope-
ratorach Newtona, Krawczyka oraz Hansena—-Sengupty. Gléwnym kryterium porow-
nawczym bedzie czas obliczen niezbedny do znalezienia wszystkich orbit okresowych
o ustalonym okresie zawartych w danym obszarze. Rozwazymy réwniez tzw. globalne
wersje tych operatoréw, gdzie problem istnienia orbity okresowej jest sprowadzony do
problemu istnienia zera wyzej wymiarowego odwzorowania. Opiszemy kilka uspraw-
nien algorytmu poszukiwania wszystkich orbit okresowych. Pokazemy, ze za pomoca
tych metod mozna znalezé wszystkie orbity okresowe o stosunkowo duzych okresach.
W podrozdziale 3.2.1 opisany zostanie prosty algorytm poszukiwania dla stabilnej
orbity okresowej jej basenu przyciggania, czyli zbioru punktéw, ktoérych zbiorem gra-
nicznym jest dana orbita okresowa.

Inne metody podejscia do problemu poszukiwania wszystkich orbit okresowych sa
réwniez mozliwe. Dzigki specjalnemu wyborowi zbioru warunkéw poczatkowych oraz
macierzy w metodzie Newtona mozna szybko znalezé wiele orbit okresowych [19].
Cho¢ metoda nie jest $cista, to w wielu przypadkach mozliwe jest przy jej uzyciu zna-
lezienie wszystkich orbit okresowych. Metoda nadajaca si¢ do zastosowania w przy-
padku odwzorowan typu odwzorowania Hénona zostala opisana w pracy [11]. W innej
metodzie zbiér zer (lub punktéw okresowych) jest oszacowany poprzez jego nakrycie
za pomoca kostek [23]. Znajdowane sa mozliwe przej$cia miedzy kostkami i usuwane
sa kostki nie nalezace do cykli o ustalonym okresie. Stopniowe ulepszanie nakrycia
odbywa si¢ za pomoca metody bisekcji.

Kolejna czesé pracy poswiecimy metodom, ktére mozna wykorzystaé¢ do otrzyma-
nia calodciowego spojrzenia na dynamike uktadu. Mozna do tego zastosowa¢ metode
prostych lub uogélnionych odwzorowan komoérkowych (ang. cell-mapping) [60, 61].
Dynamika uktadu jest aproksymowana za pomocg odwzorowania dyskretnego pomie-
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dzy komoérkami, ktére z uwagi na ich ksztalt bedziemy réwniez nazywaé kostkami, a
nastepnie proste algorytmy sa uzyte do analizy zachowania uktadu.

W metodzie prostych odwzorowan komérkowych kazda komérka jest odwzorowy-
wana w dokladnie jedng komorke. Zwykle przy analizie uktadéw dynamicznych jako
obraz komérki wybieramy komoérke zawierajaca obraz érodka badanej komorki. Ta
metoda pozwala nam bada¢ przyblizone zachowanie uktadu.

W uogélnionym odwzorowaniu komérkowym kazda komoérka moze mieé¢ kilka ob-
razow. Kazdemu obrazowi przyporzadkowujemy prawdopodobienstwo przejscia z ko-
morki startowej do tego obrazu.

To podejscie prowadzi w naturalny sposéb do tancuchéw Markowa, ktére mozna
bada¢ w celu odtworzenia dynamiki uktadu. W wiekszosci przypadkéw nie jest jed-
nak mozliwe obliczenie doktadnych wartoéci prawdopodobienstw przejécia i dlatego
metoda ta nie moze by¢ uzyta bezposérednio do Scistych badan uktadu.

Metode uogdélnionych odwzorowan komoérkowych mozna nieco zmodyfikowaé tak,
aby otrzymane wyniki byty Sciste. Obszar przestrzeni stanu, w ktéorym badana jest
dynamika, dzielimy na kostki. Dla kazdej kostki za pomoca arytmetyki przedziato-
wej wyznaczany jest zbior kostek zawierajacy jej obraz. Nie interesuje nas przy tym
prawdopodobienistwo przejscia, lecz jedynie taka mozliwosé. Dopuszczamy sytuacje,
ze dozwolona liczba przej$é bedzie przeszacowana. Informacja ta jest reprezentowana
w postaci grafu skierowanego, gdzie weztami sa kostki, zas krawedzie odpowiadaja
dozwolonym przejsciom miedzy kostkami.

Na podstawie struktury grafu mozemy uzyskaé¢ wiele informacji na temat dy-
namiki uktadu w sensie globalnym. Mozna za pomoca tej metody otrzymaé Scisle
oszacowanie obszaru przestrzeni stanu, w ktérym wystepuje interesujaca dynamika,
oszacowal potozenie atraktora, orbit homoklinicznych i heteroklinicznych, niestabil-
nych podrozmaitosci punktéw statych i okresowych. Mozna réwniez na podstawie
dozwolonych przejs¢ miedzy kostkami wyznaczy¢ pokrycie kostkowe zbioru punktow
okresowych o ustalonym okresie, czes¢ niezmiennicza zbioru, itd. W podrozdziale 3.2
podane zostana proste metody znajdowania nakrycia kostkowego czesci niezmienni-
czej oraz niewedrujacej danego zbioru.

Algorytmy znajdowania nakrycia czeéci niezmienniczej lub tancuchowo rekuren-
cyjnej sg stosunkowo proste i byly opisane w wielu artykulach. Kombinatoryczna
procedura znajdowania cze$ci niezmienniczej, otoczen izolujacych oraz par indekso-
wych jest opisana w pracy [113]. Metoda konstrukeji skonczonej aproksymacji uktadu
dynamicznego oraz prosty algorytm lokalizujacy sktadowa tancuchowo rekurencyjna
danego zbioru sa podane w pracy [99]. Technika bisekcji zastosowana do obliczania
zbioréw niezmienniczych, miar niezmienniczych oraz podrozmaitosci niestabilnych zo-
stata opisana w pracach [21, 22].

W pracy [21] do obliczenr obrazu kostki uzywane sa punkty testowe polozone
wewnatrz kostki i w zwiazku z tym metoda nie jest Scista. Drugim problemem jest
uzywanie zwyklej (niedcistej) metody catkowania. Obliczenia mozna uczynié $cistymi
poprzez uzycie informacji na temat lokalnych stalych Lipschitza oraz zastosowanie
Scistej metody catkowania. W niniejszej pracy uzywamy prostszego podejécia opartego
na arytmetyce przedziatowej. Obraz kostki jest obliczany w jednym kroku na wektorze
przedzialowym odpowiadajacym kostce.
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W ostatniej czesci tego rozdzialu podamy przyktady analizy uktadéw dyskretnych
oraz ciaglych za pomoca opisanych metod. Znalezione zostana wszystkie orbity okre-
sowe o niskim okresie dla odwzorowan Hénona oraz Ikedy. Dla obu uktadéw znalezio-
ne zostang bardzo dokladne nakrycia czesci niezmienniczej oraz niewedrujacej zbioru
putapki, wewnatrz ktorego obserwuje sie zachowanie chaotyczne. Znalezione zostana
Sciste oszacowania basenéw przyciagania stabilnych punktéw okresowych. Udowodnio-
ne zostanie réwniez istnienie szeregu orbit okresowych dla uktadu Roesslera, obwodu
Chuy oraz uktadu elektronicznego z gladka nieliniowoscia.

Rozpoczniemy od opisania przedzialowych metod dowodu istnienia orbit okreso-
wych.

3.1. Metody przedzialowe dowodu istnienia
orbit okresowych

Whprowadzmy definicje operatoréw przedzialowych [2, 91], ktére pozwalaja w pro-
sty sposéb stwierdzi¢ istnienie zera funkcji wielu zmiennych wewnatrz zadanego wek-
tora przedziatowego.

3.1.1. Przedzialowy operator Newtona

Rozwazmy rézniczkowalne odwzorowanie R™ 35 z — f(z) € R™. W celu zbadania
istnienia zer funkcji f wewnatrz wektora przedzialowego x wymiaru m oblicza sie
przedziatowy operator Newtona na wektorze x

N(x) =& — f'(x) 7" f(2), (3.6)

gdzie f'(x) jest macierza przedzialowa zawierajaca macierze Jacobiego f'(z) dlaz € x
oraz & jest dowolnym punktem nalezacym do x. Zwykle wybiera si¢ 2 jako érodek x.

Nastepujace twierdzenie [91, 2] moze by¢ uzyte do dowodu istnienia i jednoznacz-
nosci zer funkcji wielu zmiennych.

Twierdzenie 3.1. Niech f : R™ D D +— R™ bedzie odwzorowaniem rézniczkowal-
nym. Niech x C D bedzie wektorem przedzialowym i wybierzmy & € x. Niech f'(x)
bedzie macierzq przedzialowq zawierajgeqg macierz Jacobiego odwzorowania f na wek-
torze przedziatowym x. Zaktadamy, ze f'(x)~1 istnieje. Niech N(x) = 2— f'(x) "1 f(2).
Wowczas

(a) jesli N(x) Nx =10, to f nie posiada zer w x,
(b) jesli N(x) C x, to f posiada dokladnie jedno zero w x.

Przedstawimy elementarny dowdd powyzszego twierdzenia, w celu zobrazowania,

jakie wlasno$ci arytmetyki przedzialowej sa uzywane w celu Scislego badania istnienia
zer funkcji.

Dowdd. Wybierzmy dwa punkty z,y € x oraz oznaczmy g(t) = f(y + t(x —y)).
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Jest oczywiste, ze

1 (3.7)
= [ 1o - e -
Zatem
f(@) — F() = (@, v) (& — v), (3.8)
gdzie
J(a,y) = / F(y+t — ). (3.9)
0

Jedli t € [0,1], to y + t(x — y) € x, jako ze wektor przedzialowy x jest wypukly oraz
z,y € x. Zatem J(z,y) € f/(x). Z istnienia f'(x)™! wynika, ze f’(x) nie zawiera
macierzy osobliwej, a zatem J(x,y) jest nieosobliwa dla kazdego x,y € x.

Ad (a) Najpierw pokazemy, ze jesli f posiada zero z* w x, to z* € N(x). Na
podstawie (3.8)

J(@*, @) (" — &) = f(a7) = f(&) = —f(2). (3.10)
Poniewaz J(x*, &) jest nieosobliwa, to
* = — J(a*, )7 f(#) € 2 — f(x) T f(2) = N(x). (3.11)

Jest zatem oczywiste, ze jesli x N N(x) = ), to x nie zawiera zer odwzorowania f.
Ad (b) Zdefiniujmy

p(x) =3 — J(x, %) f(2). (3.12)

Na podstawie definicji przedzialowego operatora Newtona oraz zalozen czesci (b)
twierdzenia mamy p(x) = 2 — J(z,2) " f(#) € N(x) C x dla kazdego = € x. Z twier-
dzenia Brouwera o punkcie stalym wynika zatem istnienie punktu stalego z* odwzo-
rowania p. Na podstawie (3.8) mamy

O=a*—p(x*)=a*—a+J(z* 2)" f(@)=J(z*, )" f(z*). (3.13)

Poniewaz J(z*,Z) jest nieosobliwa, to f(z*) = 0.

Teraz udowodnimy, ze istnieje dokladnie jedno zero w x. Zaldézmy, ze x* i x*
sa dwoma zerami odwzorowania f nalezacymi do x. Pokazemy, ze z istnienia f’(x)~
wynika, ze musza one by¢ réwne. Z réwnania (3.8) otrzymujemy

*

1

J(a*, ) (" — ™) = f(z*) — f(&*) =0. (3.14)

Poniewaz J(z*,2**) jest nieosobliwa, to z* = z**. O
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W praktyce, aby uniknaé¢ koniecznosci obliczania macierzy odwrotnej do macierzy
przedzialowej f’(x), stosuje sie nieco inng wersje Twierdzenia 3.1. Wykazuje sie, ze je-
§li algorytm znajdowania rozwiazan przedzialowego réwnania liniowego f(x)y = f(&)
wyznacza wektor przedzialowy y spelniajacy warunek

{y: Ay = b dla pewnych A € f(x),b€ f(&)} Cy, (3.15)

tzn. w trakcie obliczen nie wystapito dzielenie przez przedzial zawierajacy zero, to
N(x) C & +y. Do wyznaczenia y mozna zastosowaé przedzialowa wersje algorytmu
Gaussa.

Przedzialowy operator Newtona moze by¢ uzyty do badania istnienia zer w przy-
padku, gdy macierz przedzialowa f’(x) jest regularna, tzn. jest zlozona z macierzy
nieosobliwych. Pozostate dwa operatory mozna uzy¢ dla szerszej klasy uktadow.

3.1.2. Operator Krawczyka

Operator Krawczyka jest zdefiniowany jako
Kx)=2-Cf(2)+ (I - Cf(x))(x — 1), (3.16)

gdzie & jest dowolnym punktem nalezacym do x, zas C jest macierza nieosobliwa.
Zwykle jako C wybiera sie odwrotno$é macierzy Jacobiego f/(Z). Operator Kraw-
czyka uzyskuje sie poprzez zastosowanie metody obliczania wyrazenia na podstawie
twierdzenia o wartosci $redniej (poréwnaj inkluzje (2.5)) do zmodyfikowanego ope-
ratora Newtona N(z) = = — Cf(x). Przy zalozeniu, ze K(x) C x, istnienie zera
odwzorowania f uzyskuje si¢ z twierdzenia Brouwera dla zmodyfikowanego operatora
Newtona oraz z zalozenia o nieosobliwo$ci macierzy C'. W celu uzyskania jednoznacz-
nosci zera w x nalezy dodatkowo zalozy¢, ze K(x) C Int x. Mozna wtedy udowodnié,
ze N jest odwzorowaniem zwezajacym. Wtlasnosci operatora Krawczyka sa zebrane
w ponizszym twierdzeniu (poréwnaj [91]).

Twierdzenie 3.2. Niech f : R™ D D +— R™ bedzie odwzorowaniem rézniczkowal-
nym. Niech x C D bedzie wektorem przedzialowym i wybierzmy & € x. Niech f'(x)
bedzie macierzq przedzialowq zawierajgeq macierz Jacobiego odwzorowania f na wek-
torze przedzialowym x. Niech K(x) =& — Cf(2) + (I — Cf'(x))(x — &). Wowczas
(a) jesli K(x)Nx =10, to f nie posiada zer w x,
(b) jesli K(x) C Intx, to f posiada dokladnie jedno zero w x.

3.1.3. Operator Hansena—Sengupty

Operator Hansena—Sengupty oparty jest na metodzie iteracyjnej Gaussa—Seidela
(zobacz [110]) rozwiazywania ukladu réwnan liniowych Az = b. W metodzie tej obli-
czamy kolejne przyblizenie rozwiazania U+ na podstawie poprzedniego przyblizenia
z\9) zgodnie z wzorem

Zaik:c,(jﬂ) + aiix§j+1) + Zaikx,(g) =b;, 1=12,...,m.
k<j k>j
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Przedzialowy operator Gaussa—Seidela [91] wykorzystuje sie do znalezienia obcietego
zbioru rozwiazan przedziatowego rownania liniowego

{r € x: Az = b dla pewnych A € A b € b}, (3.17)

gdzie A jest macierza przedzialowa, zad b oraz x sa wektorami przedzialowymi. Inte-
resuja nas jedynie rozwigzania zawarte w wektorze przedzialowym x. W przypadku
jednowymiarowym a,b,x sa przedzialami i operator Gaussa—Seidela I'(a,b,x) jest
zdefiniowany jako najmniejszy przedzial zawierajacy zbior

{z € x: ax = b dla pewnych a € a,b € b}. (3.18)

Przy poprawnej implementacji do wyznaczenia I'(a, b, x) wystarczaja dwie operacje
dzielenia liczb rzeczywistych. Nalezy réwniez zauwazy¢, ze zbiér I'(a, b, x) moze by¢
pusty. W przypadku wielowymiarowym operator Gaussa—Seidela I'(A, b, x) jest zde-
finiowany jako

yi=I(A,b,x); = I' (as, bi —Xp<idinyr — Zep>i@inXe, Xi) . (3.19)

Poniewaz obciety zbior rozwiazan jest ograniczony, to operator Gaussa—Seidela mozna
réwniez stosowaé, gdy A zawiera macierze osobliwe.

Operator Hansena—Sengupty otrzymujemy poprzez zastosowanie funkcji I' do ob-
liczenia przedzialowego operatora Newtona dla funkcji g(x) = Cf(z), gdzie C jest
pewna macierza nieosobliwa. Zera funkcji g pokrywaja sie z zerami funkcji f. Przedzia-
lowy operator Newtona dla odwzorowania g ma postaé¢ N(x) = & — (Cf/(x))"1C f(%).
Obliczajac drugi sktadnik tego wzoru metoda Gaussa—Seidela otrzymujemy operator
Hansena—Sengupty

H(x) = & + D(Cf'(x), ~C f(&),x — &). (3.20)

Dla operatora Hansena—Sengupty twierdzenie dotyczace istnienia i jednoznaczno$ci
zer jest podobne jak dla operatora Krawczyka (poréwnaj [91]). Do udowodnienia
istnienia trzeba dodatkowo zalozy¢, ze H(x) nie jest zbiorem pustym.

Twierdzenie 3.3. Niech f : R™ D D +— R™ bedzie odwzorowaniem rézniczkowal-
nym. Niech x C D bedzie wektorem przedzialowym i wybierzmy & € x. Niech f(x)
bedzie macierzq przedzialowq zawierajgeq macierz Jacobiego odwzorowania f na wek-
torze przedziatowym x. Niech H bedzie operatorem Hansena—Sengupty zdefiniowanym
wzorem (3.20). Wowczas

(a) jesli H(x)Nx =10, to f nie posiada zer w x,

(b) jesli § £ H(x) C Intx, to f posiada dokladnie jedno zero w x.

3.1.4. Istnienie orbit okresowych

Opiszemy obecnie, jak mozna zastosowal powyzsze operatory przedzialowe do
badania istnienia orbit okresowych. Opiszemy postepowanie w przypadku przedzia-
lowego operatora Newtona. Dla pozostatych operatoréw metoda obliczen jest analo-
giczna.
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Wersja standardowa i globalna

W celu dowodu istnienia orbity o okresie n funkcji f mozna zastosowaé operator
przedzialowy do odwzorowania g = id — f™. Te wersje bedziemy nazywaé wersja
standardowg metody. Po obliczeniu operatora N(x) na wektorze przedzialowym x
stosujemy Twierdzenie 3.1. Jedli N(x) C Int x, to istnieje dokladnie jeden punkt staly
odwzorowania f™ wewnatrz x.

Druga mozliwosé, ktéra bedziemy nazywaé wersja globalng, to zastosowanie ope-
ratora przedzialowego do odwzorowania G : (R™)" — (R™)™ zdefiniowanego przez

1 z2 — f(z1)
G(z) =G 30:2 T f (e2) , (3.21)
- 21— flan)
gdzie z = (21,79, ...,2,)T. Zauwazmy, ze z jest zerem G wtedy i tylko wtedy, gdy

x1 jest punktem stalym odwzorowania f. W wersji globalnej problem istnienia orbit
okresowych jest przeksztalcony na problem istnienia zer wyzej wymiarowego odwzo-
rowania.

Zauwazmy, ze metoda opisana powyzej nie pozwala na udowodnienie istnienia
punktu okresowego, w ktérym jacobian odwzorowania f™ ma wartos¢ wlasng row-
na 1. Dla takiej orbity mozna zastosowaé¢ metody czysto topologiczne oparte na poje-
ciu indeksu punktu stalego lub jego uproszczonej wersji przedstawionej w pracy [83]
(poréwnaj réwniez [91]).

Jesli znajdziemy wektor przedzialowy zawierajacy punkt okresowy, to mozna
znalezé lepsze oszacowanie polozenia tego punktu, iterujac operator przedzialowy.
Latwo mozna réwniez znalezé macierz Jacobiego odwzorowania f™ w punkcie okre-
sowym i rozstrzygna¢ na tej podstawie rodzaj stabilnosci punktu okresowego. Jako
wynik obliczen otrzymujemy przedzialy (pary przedzialéw) zawierajace rzeczywiste
(zespolone) wartoéci wlasne macierzy Jacobiego. Moze sie zdarzy¢, ze ktéry$ z tych
przedzialéw zawiera liczbe o wartosci bezwzglednej rownej 1. W takim przypadku nie
jestedmy w stanie stwierdzi¢ rodzaju stabilno$ci punktu okresowego.

3.1.5. Wszystkie orbity okresowe o krétkim okresie

Przypus$émy, ze jestedmy zainteresowani znalezieniem wszystkich trajektorii okre-
sowych o okresie n zawartych w obszarze A. W tym celu mozna zastosowaé polaczenie
metody opisanej powyzej i uogdlnionej metody bisekcji (poréwnaj réwniez [64]).

Najpierw obszar A pokrywany jest przez skonczong liczbe wektoréw przedziato-
wych wymiaru m (zwykle ich liczba rosnie wraz z n). Nastepnie dla kazdego wektora
przedzialowego x nalezacego do pokrycia obliczany jest operator przedzialowy N(x)
dla odwzorowania g i stosowane jest Twierdzenie 3.1. Jedli spelnione sg zalozenia cze-
sci (b), to istnieje dokladnie jeden punkt staly f™ w x. Jesli spelnione sa zalozenia
czedel (a), to nie ma punktéw statych f™ w x. Jesli nie sa spelnione zalozenia zadnej
czesci twierdzenia, to dzielimy wektor przedzialowy x na mniejsze czesci i obliczenia
s§ powtarzane.

90



Algorytm bisekcji znajdowania wszystkich punktéw okresowych w kostce x jest
zapisany ponizej przy wykorzystaniu prostego jezyka o jasnym znaczeniu sktadni.

procedure AllPeriodicPointsStandard(x)
wyznacz N(x);
if N(x) C x then begin

Q—Q+1;

zapamietaj X;

return;
end
if N(x)Nx =0 then return;
podziel X na yi,...,yam;

for i=1 to 2™ do AllPeriodicPointsStandard(y;);
end of AllPeriodicPointsStandard

@ jest globalng zmienng, ktérej na poczatku obliczen przypisywana jest wartosé
0. Na koniec obliczen @ jest réwne liczbie znalezionych punktow stalych odwzorowania
f™ nalezacych do zbioru x.

Dla operatoréow Krawczyka i Hansena—Sengupty metoda powyzsza pozwala na
znalezienie wszystkich orbit okresowych o okresie n zawartych w zbiorze A.

W przypadku operatora Newtona musimy uzy¢ innego kryterium nieistnienia.
Powodem jest niemozno$é¢ obliczenia przedzialowego operatora Newtona dla wektora
przedzialowego zawierajacego punkt, w ktorym macierz Jacobiego odwzorowania f™
jest osobliwa. Jako kryterium nieistnienia mozna uzyé warunek N(x) Nx = ( lub
f™(x) Nx = 0. Druga cze$é warunku pozwala wykluczyé obszary, w ktérych obli-
czenie N(x) jest niemozliwe. Takie postepowanie nie jest konieczne dla pozostalych
dwoch operatoréw, jako ze do ich obliczenia nie jest niezbedne odwracanie macierzy
przedzialowej.

Niekiedy metoda bisekcji zawodzi. Moze sie tak zdarzy¢ w przypadku istnienia
nieizolowanego punktu okresowego o okresie n wewnatrz zbioru A. Powodem mo-
ze byé réwniez przeszacowanie wyniku przy obliczaniu f(Z) lub f/(x). Ma to miejsce
zwlaszcza w przypadkach, gdy nie dysponujemy wzorem odwzorowania f, lecz jest ono
na przyktad odwzorowaniem powrotu dla ciaglego ukltadu dynamicznego. Stosowanie
metody bisekcji prowadzi w takich sytuacjach do podziatlu na wektory przedzialowe
o malejacej Srednicy, az zostanie osiagniety poziom precyzji maszynowej komputera.
W praktyce, po wykonaniu pewnej z gory ustalonej liczby podzialéw metoda bisekcji
jest przerywana. W takim przypadku obliczany jest réwniez zbiér wektoréw przedzia-
towych, dla ktérych problem istnienia punktow okresowych pozostaje nierozwiazany.

Redukcja wymiaru dla wersji globalnej

W przypadku stosowania wersji globalnej w pierwszym etapie nalezy dokonaé po-
krycia zbioru A x A X --- x A za pomoca kostek wymiaru mn. Napotykamy wéwczas
problem wysokiego wymiaru (zwlaszcza dla duzych n) przestrzeni, w ktérej poszuki-
wane sa orbity okresowe. W celu znalezienia wszystkich orbit okresowych dlugoéci n
odwzorowania zdefiniowanego na R™ trzeba przeszukaé przestrzen o wymiarze mn.
Przyktady obliczen pokazuja, ze taka metoda obliczen jest bardzo nieefektywna.
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W celu zwigkszenia szybkosci dzialania algorytmu mozna uzyé¢ R™ jako przestrze-
ni poszukiwan. W tym celu dla wektora przedzialowego x € R™ najpierw obliczamy
(xi)"q, gdzie x; = fi71(x) i definiujemy z = (x1,X2,...,X,). Nastepnie obliczamy
operator przedziatlowy w wersji globalnej na wektorze z. W przypadku gdy konieczny
jest podzial, dzielimy niskowymiarowy wektor x zamiast wektora z. Chociaz niektére
elementy wektora z wygenerowanego z wektora x moga by¢ duze (na skutek efek-
tu pakowania i ewentualnie dodatniego wyktadnika Lapunowa odwzorowania f), to
okazuje sie, ze metoda ta jest szybsza od innych wers;ji.

Ponizej zapisany jest algorytm znajdowania wszystkich orbit okresowych zawar-
tych z kostce x za pomoca wersji globalnej ze zredukowana przestrzenig poszukiwan.

procedure FindAllPeriodicPointsGlobal (x)

X1 — X;
for i =2 to n do x; « f(Xi—1);
Z — (X1,X2,...,Xn),

oblicz N(z);
if N(z) C z then begin

Q—Q+1;

zapamietaj X;

return;
end
if N(z)Nz =10 then return;
podziel X na yi,...,yam;

for i€ {1,...,2™} do FindAllPeriodicPointsGlobal(y;);
end of FindAllPeriodicPointsGlobal

Dalsze usprawnienia

W celu dalszego przyspieszenia algorytmu mozna zastosowaé szereg modyfikacji.
Pierwsze usprawnienie wykorzystuje fakt, ze poszukiwane sg rozwiazania okresowe
zawarte w zbiorze A. Dla wektora przedzialowego x obliczamy kilka iteracji w przod
i w tyl (o ile istnieje odwzorowanie odwrotne do f). Jesli dla pewnego dodatniego i
obraz fi(x) lub przeciwobraz f~%(x) leza poza A, to jest oczywiste, ze nie ma w x
punktu okresowego, ktérego cala trajektoria bytaby zawarta w A. Mozna zatem kostke
x wykluczyé z dalszych poszukiwan. W przypadku gdy zbiér A jest zbiorem putapka
(f(A) C A), nie ma sensu sprawdzaé iteracji w przod, poniewaz jesli x N A # 0, to
fi(x) N A # 0 dla kazdego i > 0.

Powyzsza modyfikacja usuwa kostki, dla ktérych stwierdzono, ze sa potozone
poza czecig niezmiennicza zbioru A. Mozna wykorzystaé ten pomyst bardziej sys-
tematycznie i znalezé cze$é¢ niezmienniczg zbioru A przed rozpoczeciem poszukiwan
orbit okresowych o dowolnym okresie. Jeszcze bardziej korzystne wydaje sie wyzna-
czenie czegsci niewedrujacej, ktora jest zwykle mniejsza niz cze$¢ niezmiennicza, i réw-
niez zawiera wszystkie orbity okresowe. Po wyznaczeniu pokrycia kostkowego czesci
niewedrujacej zbioru A mozna do tego pokrycia ograniczy¢ poszukiwania punktow
okresowych. Algorytmy poszukiwania nakrycia czesci niezmienniczej i niewedrujacej
sg przedstawione w podrozdziale 3.2.
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W procesie wyznaczania pokrycia kostkowego czesci niezmienniczej lub niewe-
drujacej wyznacza sie dozwolone przej$cia miedzy kostkami. Te informacje mozna
wykorzystaé¢ do dalszego ograniczenia obszaru poszukiwan orbit okresowych. Wiado-
mo, ze punkty okresowe o okresie n sa zawarte w zbiorze kostek, tworzacych cykle
o dlugosci n. Okazuje sie jednak, ze ta ostatnia modyfikacja nie daje oczekiwanej
poprawy szybkoéci dziatania algorytmu.

Nastepne usprawnienie jest mozliwe, poniewaz poszukiwane sa orbity okresowe.
Podobnie jak poprzednio obliczamy kilka iteracji f%(x) dla dodatnich i ujemnych i.
Jedli ktéras z tych iteracji jest zawarta w obszarze, ktéry zostal juz sprawdzony, to
mozna pomina¢ wektor x, jako ze nie ma w nim zadych nowych orbit okresowych.

3.1.6. Dtugie orbity okresowe

Opiszemy obecnie technike dowodu istnienia orbit okresowych w poblizu diugich
trajektorii pseudookresowych wygenerowanych przez komputer. Metoda ta jest oparta
na polaczeniu przedzialowej metody Newtona oraz metody strzatléw. Moze byé ona
wykorzystana do dowodu istnienia bardzo dlugich orbit okresowych dla odwzorowan
f: R — R. Mozliwe jest rowniez zastosowanie tej metody w przypadku wybranych
odwzorowan wyzejwymiarowych.

Przedzialowa metoda Newtona moze by¢ zastosowana do dowodu istnienia orbity
okresowej dla ukladéw dyskretnych [35, 38] lub ciaglych [36, 37]. Kiedy prébujemy
uzy¢ tej metody do dowodu istnienia dlugiej orbity okresowej, napotykamy problem
efektywnego obliczania operatora przedzialowego.

Przedstawimy, w jaki sposob za pomoca metody strzaléw mozna wyznaczy¢ prze-
dziatowy operator Newtona dla odwzorowan wymiaru 1, tak aby dalo sie zastosowaé
metode Newtona do dowodu istnienia bardzo dtugich orbit okresowych. Metoda strza-
léw jest standardowa technika analizy numerycznej [110] i byla uzywana w kontek-
Scie znajdowania orbit okresowych $ledzacych trajektorie wygenerowane przez kom-
puter [17]. Tuta] przedstawimy zastosowanie tej metody do efektywnego wyznaczenia
operatora Newtona.

Rozwazmy odwzorowanie f: R — R. Jak wspomniano wczesniej w celu udowod-
nienia istnienia orbity okresowej o okresie n mozna zastosowaé operator Newtona
do odwzorowania g(x) = x — f™(x). Sposéb ten jest uzyteczny tylko dla malych n.
Dla wigkszych n przedzialy g(&) oraz ¢’(x) maja duza $rednice, co jest spowodowane
efektem pakowania oraz dla orbit niestabilnych dodatkowo dodatnim wyktadnikiem
Lapunowa. W efekcie warunek N(x) C x nie jest spelniony bez wzgledu na wybér x.

Do dowodu istnienia dhuzszych orbit okresowych mozna zastosowaé odwzorowa-
nie G: R" +— R" zdefiniowane wzorem (3.21). Macierz Jacobiego odwzorowania G

w punkcie z = (21,29, ...,7,)" jest réwna
0 —fl(z2) 1 ... 0 0
G'(z) = : : Do : : : (3.22)
0 0 0 ... f’(xn,l)
1 0o 0 .. 0 — ()
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W celu dowodu istnienia orbity okresowej w z = (x1,Xa2, . ..,X,) wybieramy 2 € z
i pokazujemy, ze

N(z)=2—-G'(2)'G(%) C 2. (3.23)

Z powyzszej inkluzji na podstawie Twierdzenia 3.1 wynika istnienie dokladnie jednej
orbity okresowej w z.

Gléwnym problemem, ktéry napotykamy, jest konieczno$é obliczenia wyrazenia
G'(z)~1G(2). Obliczenie macierzy odwrotnej do macierzy przedzialowej G’(z) mozna
wykonaé¢ tylko dla malego n. Poniewaz jednak macierz G’(z) ma specjalna postaé,
mozliwe jest wykorzystanie metody podanej ponizej do obliczenia N(z).

Metoda strzaléw

Najpierw opiszemy metode obliczenia h = G’(2)~1G(2), gdzie z i 2 sa wektorami
(rzeczywistymi) wymiaru n. Jest to rbwnowazne rozwigzaniu réwnania G'(z)h = G(Z).
Korzystajac z wzoru (3.22) réwnanie to mozna zapisa¢ w postaci

—f'(@1)h1 + ho = 22 — f(21),
—f'(@2)hg + h3 = &3 — f(Z2), (3.24)
_f/(zn)hn +hy =21 — f(2n).

Oznaczmy ay, = f'(zx) i g = f(Tk) — T(k mod n)+1- Zakladajac, ze ay # 0, réwnanie
(3.24) mozna zapisa¢ jako

hy = ay(he + g1),

hy = ay *(hs + go), (325)

h, = a;l(hl + gn)-

W celu wyznaczenia hy podstawiamy h; z i-tego rownania do réwnania o numerze
(i—1), rozpoczynajac od ostatniego réwnania. Po n — 1 podstawieniach otrzymujemy

h = afl(agl(. .. a;ll(agl(hl +9n)+tgn-1)...)F+92)+g1). (3.26)

Zatem h; mozna obliczy¢ jako

n
hi=(1—artayt o) Y et e s, (3.27)
i=1
Elementy hy,, hp—1, ..., he mozna znalezé za pomoca rekursji w tyl przy uzyciu wzo-

ru (3.25).

Metoda strzaléw moze zostaé zmodyfikowana w celu znajdowania zbioru h zawie-
rajacego G'(z)~'G(2) i do $cislego wyznaczenia przedzialowego operatora Newtona.
Stuzy do tego nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 3.4. Niech z = (x1,X2,...,Xy), 2 = (L1,%2,...,2,) € 2. Zaldimy, Ze
przedzialy ay, gk, ¢t hy dla k =1,2,...,n spelniajg nastepujoce warunki

0day, k=1,2,...,n, (3.28a)

f/(Xk) Cag, k=12,...,n, (3.28b)

(@) _i(k mod n)+1 € 8k k=1,2,...,n, (3.28¢)

(1—al_la2_1-~-a;1)7lza1_1-~ai_1gi Chy, (3.28d)
i=1

a; (M mod )11 +8) Chy, k=2,3,...,n. (3.28¢)

Wéwczas G'(z) " *G(2) C h oraz 2 — h zawiera N(z).

Dowdd. Wybierzmy dowolny punkt z = (x1,z2,...,2,) € z. Poniewaz f'(x) € ai
i0¢ag, toap=f"(xx) #0dlal <k <n. Zatem h = (hy, hg,...,h,) obliczone za
pomoca wzoréw (3.27) i (3.25) spelniaja réwnanie h = G’(2) "1G(2).

Z zalozen (3.28b)—(3.28e) wynika, ze h € h = (hy, hs,... h,). Jest oczywiste, ze
G'(z)"'G(2) C h. Zatem N(z) = 2 — G'(z)"'G(2) C 2 — h. O

Powyzsze twierdzenie moze zosta¢ uzyte do wyznaczania operatora Newtona za
pomoca metody strzaléw. Najpierw znajdujemy przedzialy ay, gi, i hy takie, ze zalo-
zenia twierdzenia sa spelnione. Jesli zachodzi warunek Z—h C z, to z Twierdzenia 3.1
wynika, ze istnieje doktadnie jedna orbita okresowa o okresie n w z.

W praktyce przedzialy ay, g oraz hi sa obliczane w arytmetyce przedziatowej
za pomocg nastepujacych wzorbéw

a, = f'(xx), k=1,2,...,n, (3.29a)

gL = f(j:k> - '%(k mod n)+1a k = 1a 2) s, N, (329b)

h; = (1fal_lagl~~~a;1)712a1_1~~ai_1gi, (3.29¢)
i=1

hy =a; ‘(W mod n)41 +8), k=nn—1,...,2. (3.29d)

Z wlasnosci inkluzji dla obliczen w arytmetyce przedzialowej [3] wynika, ze wa-
runki (3.28b)—(3.28¢) sa spelnione w sposéb automatyczny. Zatem, aby operator New-
tona byt obliczony poprawnie za pomoca metody strzaléw, wystarczy sprawdzié, ze
0 nie nalezy do a; dla zadnego k.

Obliczenie operatora Newtona za pomoca metody strzaléw jest bardzo efektyw-
ne. Dla niestabilnej orbity okresowej oczekujemy, ze typowo ar = f’(xy) jest wieksze
od 1 co do wartoéci bezwzglednej. W takim przypadku mnozenie przez a,:l zmniejsza
rednice iloczynu. Za pomoca wzoru (3.29¢) otrzymujemy bardzo dobre oszacowanie
przedzialu h;. Réwniez pozostale elementy wektora h sa obliczone z duza dokladno-
$cig z uwagi na istnienie czynnika a;l we wzorze (3.29d).
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Tloé¢ pamieci niezbedna do implementacji metody oraz czas obliczen zaleza w spo-
sob liniowy od dlugosci orbity okresowej. Nie ma zatem probleméw z orbitami o dtu-
goéci rzedu n = 1000000.

Wybbér z

Pierwszym krokiem, ktéry nalezy wykona¢ w celu udowodnienia istnienia dlugiej
orbity okresowej, jest znalezienie dobrego kandydata na z. Zwykle uzywa sie do tego
celu trajektorii pseudookresowej wygenerowanej przez komputer, ktéra po ulepszeniu
stuzy jako érodek wektora przedzialowego o tej samej szerokosci kazdej sktadowej.

Moéwimy, ze ciag (1, X2, ..., Ty) jest d—pseudoorbitq dla f, jesli | f(x;) —xiy1| < 0
dla ¢ = 1,2,...,n. Jedli dodatkowo |f(z,) — 21| < 0, to d—pseudoorbite nazywamy
orbitg d—pseudookresowg.

Ciagi generowane przez komputer sa pseudoorbitami z bledem |f(z;) — ;41|
obliczenia iteracji bliskim precyzji maszynowej. Aby znalezé orbite d—pseudookresowa,
obserwujemy trajektorie do momentu, gdy spelniony jest warunek |f(z,) — 21| < 0.
Wyznaczona w ten sposéb orbita pseudookresowa z = (x1,9,...,2,) zwykle nie
moze shuzy¢ jako $rodek z, poniewaz odleglo$é miedzy f(x,) 1 21 jest znacznie wigksza
niz precyzja obliczen.

Aby otrzymacé orbite pseudookresowa z mniejszym bledem

= _max |f(73) = 2 mod n)+1l (3.30)
mozna zastosowaé operator Newtona na wektorze z = (z1,22...,,). Poniewaz na

tym etapie nie dowodzimy istnienia orbity okresowej, mozna uzy¢ standardowego ope-
ratora Newtona lub przedzialowego operatora z punktowym wektorem przedzialo-
wym. Jedli polozenie poczatkowe z jest wystarczajaco dobre, to metoda Newtona jest
zbiezna i 2 = N(z) jest lepsza aproksymacja polozenia prawdziwej orbity okresowej.
Mozna kilkakrotnie iterowaé operator Newtona w celu dalszej poprawy aproksymacji.
Zwykle po 3 do 5 iteracjach wektor Z stabilizuje sie. Ostatecznie jako z wybieramy
wektor przedziatowy z = (x1,...,%,) = ([£1 —€,%1 + €],...,[Tn — &, &n + €]) Wy-
centrowany wokét orbity pseudookresowej, gdzie £ = (&1, ...,&,) jest aproksymacja
obliczona za pomoca (rzeczywistego) operatora Newtona. Promien & musi zostaé wy-
brany w taki sposéb, aby 0 € f/(x;) dla wszystkich i. W przypadku odwzorowania
logistycznego z jednym maksimum w punkcie ¢ = 0.5 musimy wybraé

€ < Emax = in |&; — . (3.31)

i=1,...,n
Wielkosé € dobiera sie zwykle metoda préb i btedow.

Obliczanie wykladnika Lapunowa orbity okresowej

Zachowanie uktadu w poblizu hiperbolicznej orbity okresowej jest okreslone przez
wykladniki charakterystyczne (wykladniki Lapunowa) orbity okresowej [53]. Jesli je-
den z wykladnikow Lapunowa jest dodatni, to orbita okresowa jest niestabilna i ty-
powa trajektoria startujaca z otoczenia orbity okresowej jest od niej odpychana. Wy-
kladnik Lapunowa orbity okresowej (x1,xs,...,x,) dla odwzorowania f wymiaru 1
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jest zdefiniowany przez

1
A= Elog [(f™) (z1)]- (3.32)
Stosujac wzér na pochodng zlozenia otrzymujemy
1
A= log|f(wn) .. f'w2) (@), (3.33)
1 n
A= EZlog|f'(a:i)|. (3.34)
i=1

Jedli wiemy, ze z; nalezy do przedzialu x;, to mozemy latwo znalezé przedzial za-
wierajacy wyktadnik Lapunowa za pomoca ostatniego rownania. Warto zauwazyc¢,
ze cho¢ wzory (3.33) 1 (3.34) sa réwnowazne z matematycznego punktu widzenia, to
drugi jest znacznie bardziej uzyteczny do obliczania wykladnika Lapunowa. Pierw-
szy wzor zawiera iloczyn n przedzialéw, co jak wiemy moze prowadzi¢ do znacznego
przeszacowania wyniku na skutek efektu pakowania.

3.2. Basen przyciggania,
czes$¢ niezmiennicza i niewedrujaca

Algorytmy opisane w tym podrozdziale beda operowaly na obiektach zwanych
e—kostkami.

Rozpoczniemy od zdefiniowania pojecia e—kostki. Wybierzmy dodatnie liczby rze-
czywiste 1,9, . . ., Em, gdzie m jest wymiarem ukladu. Oznaczmy € = (£1,€9,...,&m).
e—kostkq nazywamy zbior postaci

v = [kie1, (k1 + Der] X -+ X [Emem, (km + Dem], (3.35)

gdzie k; sa liczbami catkowitymi. e-kostka v jest wektorem przedzialowym o wierz-
chotkach potozonych na regularnej siatce.

Niech V' = {v;} bedzie zbiorem e—kostek. Przez |V| bedziemy oznaczaé sume
mnogos$ciows wszystkich kostek nalezacych do V| tzn. [V| = Jv;.

Kostki postaci (3.35) bardzo dobrze nadaja si¢ do $cistych obliczeni komputero-
wych. Zmieniajac € mozna uzyskaé¢ dowolna doktadnosé reprezentacji danego zbioru za
pomoca zbioru e-kostek. Kiedy ¢ jest ustalone, e-kostka jest wyznaczona jednoznacz-
nie przez ciag liczb catkowitych (k1, ks, . .., ki, ). Taka reprezentacja czyni latwiejszym
sprawdzenie, czy dana e—kostka nalezy do zbioru kostek.

3.2.1. Wyznaczanie basenu przyciggania

Rozpoczniemy od podania ogélnego algorytmu, ktory dla danego zbioru U znaj-
duje punkty, ktérych dodatnie trajektorie maja niepuste przecigcie z U, a nastepnie
pokazemy, jak zastosowaé te procedure do znajdowania basenu przyciagania zbioru
putapki i stabilnej orbity okresowe;j.
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Niech U i A beda dowolnymi zbiorami. Procedura FindBasin, przedstawiona
ponizej, wyznacza zbiér e—kostek V o tej wlasnosci, ze trajektorie startujace z |V|
trafiaja po pewnym czasie do U

WVIc{z:In>0 fr(z)eUl. (3.36)

Poszukiwania sg ograniczone do zbioru A, tzn. sprawdzamy tylko te e—kostki, ktére
majg niepuste przeciecie ze zbiorem A.

Rozpoczynamy od pokrycia zbioru A za pomoca e-kostek o ustalonym rozmia-
rze. Pokrycie sktada si¢ z dwoch czedci. Pierwsza czes¢ V', poczatkowo pusta, spelnia
warunek (3.36). Pozostale kostki pokrycia stanowia zbiér W. Kostka w; zostaje prze-
sunieta ze zbioru W do V, jesli ona sama lub jej obraz jest zawarty w U U |V].

Poniewaz poczatkowo zbior V' jest pusty, to do V' przenosimy tylko kostki zawarte
w U. W trakcie obliczen zbidr V' rosnie i wiecej kostek moze by¢ przeniesionych do
V. Procedura jest kontynuowana, dopdki zadna kostka nie moze by¢ przeniesiona
zW doV.

Jest oczywiste, ze zbiér |V| otrzymany w ten sposéb spelnia warunek (3.36).
Dokladnos¢ reprezentacji zalezy od €. W celu poprawy doktadnosci dokonujemy roz-
drobnienia kostek nalezacych do W i procedura jest powtarzana. Zmniejszanie € jest
kontynuowane, dopdki nie zostanie osiagnieta z géry zadana dokladnoéé podziatu 4.
Algorytm realizujacy te obliczenia jest przedstawiony ponizej.

procedure FindBasin(U,A,V)
V — 0
W « zbidér c-kostek pokrywajacych A;
repeat
repeat
Done « TRUE;
for all w; € W do begin
if w; CUU|V]| or f(w;) CUU|V| then
przesui w; z W do V;
Done «— FALSE;
end
end
until not Done;
e «— g/2;
W <« zbidér e-kostek pokrywajacych W;
until (min(e) < 0);
end of FindBasin

Powyzsza procedura stanowi implementacje prostego pomystu na znajdowanie
podzbioru punktéw zbioru A, ktére kiedy$ odwiedza zbiér U. Mozliwych jest kilka
usprawnienn. Mozna przykladowo uzywaé rowniez wyzszych iteracji odwzorowania f
jako testu na przesuwanie kostki w; z W do V. Inna modyfikacja polega na zasto-
sowaniu metody bisekcji do obliczania f(w;). Takie postepowanie moze pozwoli¢ na
zmniejszenie efektu pakowania.
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Jesli zbiér U jest dodatnio niezmienniczy, to procedura FindBasin wyznacza
zbiér punktéw zawartych w basenie przyciggania zbioru U. Opiszemy, jak mozna
wykorzystaé ten algorytm do wyznaczania basenu przyciagania stabilnych orbit okre-
sowych. Basenem przyciggania asymptotycznie stabilnej orbity okresowej p = (x5)7_;
o otoczeniu U punktéw zbieznych do p nazywamy zbiér punktéw, ktore odwiedzaja
U (poréwnaj podrozdz. 1.1.3).

Zalézmy, ze chcemy znalezé przecigcie basenu przyciagania orbity okresowej p ze
zbiorem A. Poniewaz orbita p jest asymptotycznie stabilna, mozna znalezé otoczenie
U orbity p, ktore jest zbiorem pulapka. Otoczenie to uzywamy jako parametr starto-
wy dla procedury FindBasin, co pozwala nam otrzymac Scistyg aproksymacje basenu
przyciagania. Jest ono $ciste w tym sensie, ze wyznaczony zbiér |V| jest zawarty
w basenie przyciagania orbity okresowej p.

W nastepnej czesci tego rozdzialu wyznaczone zostana baseny przyciagania sta-
bilnych orbit okresowych dla odwzorowania Ikedy.

Informacja na temat basenu przyciagania moze by¢ rowniez wykorzystana przy
poszukiwaniu orbit okresowych dla przyspieszenia obliczen. Jest oczywiste, ze we-
wnatrz basenu przyciagania danej orbit okresowej nie istnieja inne orbity okresowe.
Zatem po znalezieniu stabilnej orbity okresowej i wyznaczeniu jej basenu przyciagania
mozna wykluczy¢ ten obszar z dalszych poszukiwan orbit okresowych.

3.2.2. Wyznaczanie czesSci niezmienniczej zbioru

W tym podrozdziale opiszemy metode znajdowania pokrycia czesci niezmien-
niczej zbioru. Jak wspomniano wczesniej, wyznaczenie czeéci niezmienniczej zbioru
putapki jest waznym krokiem w badaniu globalnej dynamiki uktadu. Pozwala na ogra-
niczenie obszaru w przestrzeni stanu, gdzie wystepuje ciekawa dynamika, umozliwia
ograniczenie obszaru poszukiwan orbit okresowych itd. Rozpocznijmy od zdefiniowa-
nia pojecia czesci niezmiennicze]j zbioru.

Czesé niezmienniczqg zbioru A pod dzialaniem f definiujemy jako

Inv(A) = {z: ak)ie_o To=z, €A, xpr1=f(zr) VE}. (3.37)

Jesli A jest zbiorem putapka, to cze$é niezmiennicza zbioru A jest réwna

Inv(A) = () f*(4). (3.38)

n>=0

Opiszemy obecnie prosty algorytm znajdujacy dla danego zbioru A pokrycie jego
czedel niezmienniczej za pomoca e-kostek, poréwnaj [113, 21].

W celu wyznaczenia czeéci niezmienniczej zbioru A wybieramy € = (e1,...,&m)
i pokrywamy zbiér A za pomoca e—kostek. Nastepnie usuwane sa z pokrycia te kostki,
ktére maja puste przeciecie z Inv(A). Wygodne jest przedstawienie tego algorytmu
w jezyku teorii graféw. Tworzymy graf skierowany G = (V| E), ktérego wierzchotki
v; € V sa e—kostkami, natomiast krawedzie odpowiadaja mozliwosci przejécia z jednej
kostki do innej pod dzialaniem odwzorowania f. W celu wyznaczenia zbioru krawedzi
nalezy dla kazdej kostki v; obliczy¢ f(v;) i dodaé (i,7) do zbioru krawedzi, jesli
zachodzi warunek f(v;) Nv; # 0.
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Kostka v; zostaje usunieta z grafu, jesli nie jest ona poczatkiem zadnej krawedzi
grafu (f(v;)Nv; = 0 dla wszystkich j) lub jedli nie jest koncem zadnej krawedzi grafu
(f(vj) Nv; = 0 dla wszystkich j). Postepowanie takie jest kontynuowane, dopoki
zadna kostka nie moze zosta¢ usunigta z grafu.

Nastepnie zmniejszamy dwukrotnie €, co odpowiada podzieleniu kazdej kostki
na 2™ mniejszych kostek. Przy okazji usuwamy kostki majace puste przecigcie ze
zbiorem A.

Dla nowego ¢ tworzymy zbidér krawedzi E i powtarzamy proces usuwania kostek.
Postepujemy tak, dopdki nie osiagniemy zadanej dokladnosci podziatu §. Procedura
wykonujaca to zadanie jest przedstawiona ponize;j.

procedure FindInvariantPart(A4,V)
V « zbidér e-kostek pokrywajgcych A;
repeat
E «— zbiér dozwolonych przejs¢; {(i,j) € E jesli f(v;)Nv; # 0}
repeat
Done <« TRUE;
for all v; € V do begin
if (V5 (i,7) € E) or (Vj(j,i) ¢ E) then begin
usul v; 1 wszystkie krawedzie incydentne z v; z grafu;
Done « FALSE;
end
end
until Done;
€ «— £/2;
V « zbiér e-kostek pokrywajacych |V|NA;
until min(e) < §;
end of FindInvariantPart

Ponizszy lemat méwi, ze dla zadanego zbioru A procedura FindInvariantPart
oblicza zbior kostek pokrywajacy cze$¢ niezmiennicza zbioru A.

Lemat 3.1. Zbior kostek V' obliczony przez procedure FindInvariantPart spelnia
warunek

Inv(A4) C |V]. (3.39)

Dowdd. Pokazemy, ze warunek (3.39) pozostaje spelniony przez caly czas dzialania
procedury FindInvariantPart. Z konstrukcji wynika, iz na poczatku A C |V, a po-
niewaz Inv(A) C A, to warunek (3.39) jest prawdziwy. Kostka v; jest usuwana, jesli
f(vi)Nv; =0 dla kazdego v; € V lub f(v;) Nv; = 0 dla kazdego v; € V.

Rozwazmy pierwszy przypadek, tzn. f(v;) Nv; = 0 dla kazdego v; € V. Wynika
stad, ze dla kazdego = € v; zachodzi f(z) N |V| = (. Poniewaz Inv(4) C |V], to
f(z) & Inv(A). Z wlasnosci czgdei niezmienniczej (z € Inv(4) = f(z) € Inv(A))
otrzymujemy x ¢ Inv(A). Poniewaz warunek ten zachodzi dla kazdego = € v;, to
ostatecznie Inv(A) C |V|\ v;.
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Teraz zalézmy, ze f(v;)Nv; = 0 dla kazdego v; € V. Wynika stad, ze z ¢ f(|V])
dla kazdego = € v;, czyli x ¢ f(Inv(A)) dla kazdego x € v,;. Korzystajac z ogdlnej
wlasnosci ¢ € Inv(A) = z € f(Inv(A)), otrzymujemy x ¢ Inv(A) dla kazdego z € v;
i w konsekwencji Inv(A4) C [V]\ v;.

Pokazalidémy, ze w obu przypadkach zachodzi warunek

IHV(A) C ‘V‘ \VZ',
zatem po usunieciu v; ze zbioru V warunek (3.39) jest nadal spelniony. O

Mozliwa jest implementacja tej procedury w bardzo efektywny sposéb. Najbar-
dziej czasochlonng czedcia algorytmu jest wyznaczenie dozwolonych przej$¢ miedzy
kostkami, czyli wygenerowanie zbioru krawedzi E grafu. Poniewaz obliczenia sg pro-
wadzone w arytmetyce przedzialowej, to znaleziony zbiér E zawiera zbiér przejsé
dozwolonych, czyli inaczej to ujmujac, E jest zbiorem przej$¢ niezabronionych.

Przedstawiona powyzej metoda obliczen jest znacznie skuteczniejsza niz pokry-
cie zbioru A kostkami o zadanej dokladnosci i usuwanie kostek z tego pokrycia. To
ostatnie rozwiazanie prowadzi zwykle do bardzo duzej liczby wierzchotkéow w grafie,
co w efekcie powoduje wolne dzialanie algorytmu.

Dzieki stopniowemu zwiekszaniu precyzji pokrycia udaje sie znacznie zmniejszy¢
rozmiar grafu. Gdy zbiér |V| jest bliski zbiorowi A do reprezentacji uzywamy duzych
kostek. W miare gdy zbiér |V| maleje, stopniowo uzywamy kostek coraz mniejszych.
W efekcie udaje sie osiaggnaé znacznie wiekszg precyzje pokrycia czedci niezmiennicze;j.

3.2.3. Wyznaczanie czeSci niewedrujacej zbioru

Punkty state i orbity okresowe reprezentuja zachowania powtarzalne lub stan
ustalony ukladu. Ich uogdlnieniem jest pojecie punktu niewedrujacego (poréwnaj pod-
rozdz. 1.1.3).

W przypadku dyskretnego ukladu dynamicznego zadanego odwzorowaniem f
punkt  nazywamy niewedrujgcym, jesli dla dowolnego otoczenia U punktu x istnieje
n > 0 takie, ze f™(U)NU # 0 . Zbiér punktéw niewedrujacych odwzorowania f jest
domkniety i zawiera domkniecie zbioru punktéw statych i okresowych. Dla zbioru A
definiujemy czesé niewedrujgeq A jako zbiér punktéow niewedrujacych odwzorowania
f|Inv(A).

Mozna w prosty sposob zmodyfikowaé¢ procedure FindInvariantPart tak, aby
usuwala ze zbioru kostek V' réowniez te kostki, ktore maja puste przeciecie z czescia
niewedrujaca zbioru A. Nalezy w tym celu wstawi¢ dodatkowy warunek, przy ktérym
kostka moze zosta¢ usunieta z grafu. Jesli dla pewnej e—kostki nie istnieje zamknieta
droga w grafie prowadzaca przez te kostke, to kostka ta zawiera wylacznie punkty
wedrujace i musi lezeé catkowicie poza czescia niewedrujaca.

Problem szukania w grafie wierzchotkow nie nalezacych do zadnego cyklu jest
réwnowazny szukaniu w grafie sktadowych silnie spéjnych. Ten ostatni jest standardo-
wym problemem w teorii graféw i posiada szybkie rozwiazania, ktore pracuja w czasie
liniowym [47].
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Modyfikacja procedury FindInvariantPart w celu usuwania kostek lezacych po-
za czeScig niewedrujaca jest przedstawiona ponizej.

procedure FindNonwanderingPart(A,V)

if (Vj (i,5) € E) or (Vj (j.i) & E)
or (v; nie nalezy do cyklu) then begin
usufil v; i wszystkie krawedzie incydentne z v; z grafu;
Done «— FALSE;

end

end of FindNonwanderingPart

Zbiér |V| obliczony przez te procedure zawiera czesé niewedrujaca A.

W nastepnej czedci tego rozdzialu zastosujemy opisane algorytmy do analizy
odwzorowan Hénona i Ikedy oraz odwzorowania Poincarégo dla obwodu Chuy. Po-
kazemy, ze cze$¢ niewedrujaca moze byé istotnie mniejsza od czeSci niezmiennicze;j.
Dzieki wyznaczeniu czesci niezmienniczej niekiedy mozemy zlokalizowaé podrozma-
itosci niestabilne punktéw stalych lub okresowych.

3.3. Odwzorowanie Hénona

Jako pierwszy przyklad zastosowania metod opisanych w pierwszej czeéci tego
rozdzialu przeprowadzimy analize dynamiki odwzorowania Hénona, zdefiniowanego
réwnaniem (1.31). W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do zbioru putapki Q.

3.3.1. Orbity okresowe o okresie n < 30

Rozpoczniemy od przedstawienia wynikéw testow metod przedzialowych do znaj-

dowania orbit okresowych.

Poréwnamy dzialanie pieciu wersji przedzialowej metody Newtona

— wersja standardowa (metoda ,Newton Standard”), operator Newtona jest wy-
znaczany dla odwzorowania g = id — f";

— ulepszona wersja standardowa (metoda ,Newton Standard +”), modyfikacje
polegaja sa na wykluczaniu kostek, ktérych obraz w przdéd lub w tyl lezy
poza obszarem (2 lub nalezy do obszaru, dla ktérego obliczenia zostaly juz
zakonczone (poréwnaj podrozdz. 3.1.5);

— wersja globalna z przestrzenia poszukiwan R?" (metoda ,,Newton Global N),
wymiar przestrzeni poszukiwan zalezy od okresu n, operator Newtona jest
stosowany do odwzorowania G' danego wzorem (3.21);

— wersja globalna z przestrzenia poszukiwan R? (metoda ,Newton Global”);

— ulepszona wersja globalna z przestrzenia poszukiwan R? (metoda ,Newton
Global +7).

Na rysunku 3.1a jest pokazany czas obliczen niezbedny do znalezienia wszystkich
orbit okresowych o okresie n zawartych w 2.
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Rys. 3.1. Czas obliczen niezbedny do znalezienia wszystkich orbit okresowych o okresie n
zawartych w zbiorze 2: a) dla réznych wersji przedziatowej metody Newtona; b) dla réznych
operatoréw przedzialowych w wersji globalnej

Obliczenia przeprowadzono na komputerze Pentium III z zegarem 500 MHz.
Stwierdzono, ze dla n < 3 najszybsza metoda jest wersja standardowa. Dla 4 < n < 12
najszybsza jest wersja standardowa z modyfikacjami. Okazuje si¢ jednak, ze nie jest
mozliwe zastosowanie tej metody do znalezienia wszystkich orbit okresowych o okresie
n > 17. Dla n = 18 istnieja punkty okresowe odwzorowania A", dla ktérych nie moz-
na sprawdzié zalozenia N(x) C x dla zadnego otoczenia x punktu okresowego. Jest
to spowodowane efektem pakowania, ktéry powoduje, ze (h™)'(x) ma duza $rednice
(poréwnaj [32]). Dla n > 13 wersja globalna ze zredukowana przestrzenia poszukiwan
staje sie najszybsza.

Warto zauwazyé, ze wersja globalna z przestrzenia poszukiwan R?" jest najwol-
niejsza. Cho¢ wiele wektoréw przedzialowych mozna wykluczy¢ przed obliczaniem
przedzialowego operatora Newtona, algorytm jest bardzo wolny. Jest on wolniejszy
niz algorytm oparty na wersji standardowej i jego uzycie jest bardzo ograniczone.

Na rysunku 3.1b poréwnany zostal czas obliczen dla metod Newtona, Krawczyka
oraz Hansena—Sengupty w ulepszonej wersji globalnej ze zredukowana przestrzenia
poszukiwan.
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P o -
n=6 | n=7 |- n=8 | n=9 | n=10
n=11 n=12 n=13 n=14 n=15
n=16 n=17 n=18 n=19 n=20
n=21 n=22 n=23 n=24 n=25
n=26 n=27 n=28 n=29 n=30

Rys. 3.2. Punkty okresowe o okresie n = 1,2, ..., 30 polozone wewnatrz obszaru putapki Q

dla odwzorowania Hénona,
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Mozna zauwazy¢, ze nie ma zasadniczych réznic w czasie obliczen dla tych metod.
Ten doséé nietypowy przypadek wynika z prostoty réwnan opisujacych odwzorowanie
Hénona. Dla wigkszosci odwzorowan metoda Newtona jest znacznie wolniejsza od
pozostalych.

Uzywajac metody Krawczyka, ktora jest nieznacznie szybsza niz pozostale dwie
metody, znalezione zostaly wszystkie orbity okresowe o okresie n < 30. Sa one pokaza-
ne na rysunku 3.2. Wykazano, ze istnieja doktadnie 109 033 orbity okresowe o okresie
n < 30 oraz ze jest 3 065 317 punktéw nalezacych do tych orbit. W szczegdlnosci
udowodniliémy w ten sposéb, ze wewnatrz obszaru putapki istnieje jeden punkt staty,
jedna orbita o okresie 2, jedna orbita o okresie 4, nie ma zadnych orbit okresowych
o okresie 3 1 5, oraz istnieja orbity okresowe o wszystkich pozostatych okresach n < 30.

Uzyskane wyniki zostaly podsumowane w tabeli 3.1, gdzie zestawione sa nastepu-
jace dane: liczba Q,, orbit okresowych o okresie n, liczba P,, punktéw statych odwzoro-
wania h", liczba Q,, orbit okresowych o okresie mniejszym lub réwnym n, liczba P<,
punktéw statych ki dla i < n, oszacowanie entropii topologicznej H,, = n~=!log(P,,)
oparte na liczbie orbit okresowych oraz liczba kostek, na ktére zostal podzielony ob-
szar poszukiwan w celu znalezienia wszystkich orbit okresowych o ustalonym okresie.
Przyktadowo, w celu wyznaczenia wszystkich orbit okresowych o okresie 30 dokonano
pokrycia zbioru 2 za pomoca 21 058 121 kostek o réznych rozmiarach.

Zmnalezione orbity okresowe zostaly przedstawione zbiorczo na rysunku 3.3. Da-
ja one dobra aproksymacje atraktora Hénona. Mozna zauwazy¢ niewielkie przerwy
w pordéwnaniu z atraktorem obserwowanym numerycznie (rys. 1.4).
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Rys. 3.3. Orbity o okresie n < 30 potozone wewnatrz zbioru 2 dla odwzorowania Hénona
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Tabela 3.1
Orbity okresowe dla odwzorowania Hénona, Q, — liczba orbit okresowych o okresie n,
P,, — liczba punktéw stalych odwzorowania h"™, H,, — oszacowanie entropii topologicznej

n Q, P, Qe P<n H, Liczba kostek
1 1 1 1 1 | 0.00000 9
2 1 3 2 3 | 0.54931 21
3 0 1 2 3 | 0.00000 41
4 1 7 3 7 | 0.48648 101
5 0 1 3 7 | 0.00000 89
6 2 15 5 19 | 0.45134 205
7 4 29 9 47 | 0.48104 285
8 7 63 16 103 | 0.51789 569
9 6 55 22 157 | 0.44526 737

10 10 103 32 257 | 0.46347 1149

11 14 155 46 411 | 0.45849 1521

12 19 247 65 639 | 0.45912 2457

13 32 417 97 1055 | 0.46408 4093

14 44 647 141 1671 | 0.46231 5973

15 72 1081 213 2751 | 0.46571 9653

16 102 1695 315 4383 | 0.46471 16281

17 166 2823 481 7205 | 0.46739 26273

18 233 4263 714 11399 | 0.46432 43545

19 364 6917 1078 18315 | 0.46535 71657

20 535 10807 1613 29015 | 0.46440 121181

21 834 17543 2447 46529 | 0.46535 199889

22 | 1225 27107 3672 73479 | 0.46398 333625

23 | 1930 44391 5602 | 117869 | 0.46525 560725

24 | 2902 69951 8504 | 187517 | 0.46481 961981

25 | 4498 | 112451 | 13002 | 299967 | 0.46521 1584185

26 | 6806 | 177375 | 19808 | 476923 | 0.46485 2670517

27 | 10518 | 284041 | 30326 | 760909 | 0.46507 4346609

28 | 16031 449519 46357 | 1209777 | 0.46485 7346653

29 | 24740 | 717461 | 71097 | 1927237 | 0.46495 12264301

30 | 37936 | 1139275 | 109033 | 3065317 | 0.46486 21058121

Znajac polozenie orbit okresowych, mozna odpowiedzie¢ na pytanie, jak dobrze
krotkie orbity okresowe wypelniajg atraktor. W tabeli 3.2 zebrane zostaly dane po-
zwalajace odpowiedzie¢ na tak zadane pytanie.

Wielkosci D, i D, opisuja dziatanie metody. D, jest minimalng srednica wektora
przedzialowego, dla ktérego zostata udowodniona jedynosé orbity o okresie n. Chcemy,
aby ta liczba byla mozliwie duza, tak aby nie byl konieczny bardzo drobny podziat
obszaru poszukiwan. Oczywiscie D, nie moze by¢ wieksze niz najmniejsza odleglosé
miedzy punktami okresowymi o okresie n, gdyz metoda przedzialowa nie dziala, jesli
wewnatrz wektora przedzialowego, dla ktérego obliczany jest operator przedzialowy,
istnieje wiecej niz jeden punkt o okresie n. D, jest natomiast maksymalng Srednica
wektora przedzialowego, dla ktorego zostato udowodnione istnienie. Ta liczba opisuje
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dokladnosé, z jaka znamy potozenie punktéw okresowych. Dokladnos$é pogarsza sie
wraz ze wzrostem n. WielkoSci Dpin, Dmax oraz D,ver Opisuja, jak dobrze orbity
okresowe wypelniaja atraktor. W celu ich wyznaczenia dla kazdego punktu o okresie
n znaleziony zostal jego najblizszy sasiad. Dyin, Dmax, 1 Daver 82 zdefiniowane jako
minimalna, maksymalna i przecietna odlegtos¢ od najblizszego sasiada. Im mniejsza
jest liczba Dy, tym trudniej jest znalezé wszystkie orbity okresowe o okresie n, gdyz
rejon poszukiwan musi zostaé¢ tak podzielony, aby w kazdym wektorze przedzialowym
byt tylko jeden punkt okresowy. Warto$é Dy, = 8.5 - 1078 dla n = 27 oznacza, ze
pewne punkty okresowe o okresie 27 znajduja sie blisko siebie i niezbedny jest bardzo
drobny podzial obszaru poszukiwan w celu znalezienia wszystkich orbit okresowych.

Duza warto$¢ Dy 0znacza, ze istnieja punkty okresowe o okresie n dobrze od-
separowane od innych punktéw okresowych o tym samym okresie, co oznacza w kon-
sekwencji, ze punkty okresowe nie wypelniaja atraktora réwnomiernie.

Tabela 3.2
Krétkie orbity okresowe dla odwzorowania Hénona, D. — $rednica przedziatu, dla ktérego
udowodniono jedyno$é, D — $rednica przedzialtu, dla ktérego zostalo udowodnione istnienie,
odleglosé od najblizszego sasiada: minimalna Dyin, maksymalna Dmax, $rednia Dayer

n P., D Do Dinin Dimax Daver
1 1]7210" [ 45107 | — — —

2 31911072 | 7.8-107%¢ | 0.478 1.1120 | 0.69
3 11911072 | 6.7-10716 | — — —

4 71 1.2:107% | 1.2.107'° | 0.235 0.4136 | 0.31

5 11321072 | 7810716 | — — —

6 15 | 3.8:107% | 1.4-107*® | 0.063 0.1770 | 0.11

7 29 | 1.3-107% | 2.0-107'° | 0.016 0.1276 | 0.062
8 63 | 2.9-107* | 5.4.107% | 5.4-1072 | 0.1032 | 0.041
9 55 | 1.5-107* | 1.1-107** | 1.7-1072 | 0.1110 | 0.033
10 103 | 1.5-107* | 6.0-107'° | 2.0-1072 | 0.1183 | 0.024
11 155 | 4.9-107° | 7.5-107%% | 9.6-10* | 0.0699 | 0.017
12 247 | 5.2.1075% | 7.0-107% | 5.0-107* | 0.0498 | 0.011
13 417 | 7.5-107% | 2.7.107'* | 3.8-:10™* | 0.0519 | 0.0079
14 647 | 6.0-107% | 6.9-107%° | 2.4-107* | 0.0299 | 0.0044

15 1081 | 1.9-107% | 1.3-107** | 1.2-10™* | 0.0237 | 0.0034
16 1695 | 7.4-1077 | 2.9.107'* | 8.6-107° | 0.0235 | 0.0021
17 2823 | 7.0-1077 | 1.7-107* | 3.9-107% | 0.0210 | 0.0015
18 4263 | 7.8-107% | 1.2.107* | 8.9-107% | 0.0214 | 0.0011
19 6917 | 2.2-1077 | 2.1-107* | 1.4-1075 | 0.0139 | 0.00077
20 | 10807 | 1.6-107® | 1.5-107'® | 3.7-107¢ | 0.0138 | 0.00053
21 | 17543 | 9.9-107° | 5.2.107** | 4.9-107% | 0.0077 | 0.00038
22 | 27107 | 4.9-107° | 2.7.107'® | 5.5-1077 | 0.0109 | 0.00026
23 | 44391 | 3.2:107° | 6.4-10** | 1.3-107% | 0.0055 | 0.00018
24 | 69951 | 1.4-107° | 1.4-107*® | 3.2:1077 | 0.0047 | 0.00012
25 | 112451 | 5.0-107° | 9.6-107'* | 3.3-1077 | 0.0041 | 0.000086
26 | 177375 | 2.2-1071° | 9.2.107'* | 1.2-1077 | 0.0026 | 0.000060
27 | 284041 | 5.3-107** | 1.7-107*3 | 8.5-107% | 0.0044 | 0.000041
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Z przedstawionych danych wynika, ze liczba Dy« nie zachowuje si¢ monotonicz-
nie wzgledem n. Ponadto nie maleje ona tak szybko ze wzrostem n, jak mozna by sie
spodziewaé¢. Odpowiada to przerwom widocznym na rysunku 3.3.

3.3.2. Czes¢ niezmiennicza i czeS¢ niewedrujgca

W niniejszym podrozdziale przedstawimy wyniki obliczen czeéci niezmienniczej
oraz niewedrujacej zbioru A = [—1.5,1.5] x [—0.5,0.5]. Prostokat ten zawiera zbiér
pulapke 2 oraz niestabilny punkt staly = (poréwnaj rys. 1.4 oraz réwnanie (1.32)).

Wyznaczone zostaly zbiory e-kostek pokrywajace cze$¢ niezmiennicza i niewe-
drujacq prostokata A dlae = (1/2",1/(3-2")), gdzie n = 1,2,...,11. Na rysunku 3.4
za pomoca roéznych odcieni przedstawiono wyniki uzyskane dla réznych wartosci
(kolor ciemniejszy oznacza dokladniejszy podzial, tzn. wigksze n, kolor czarny przed-
stawia wyniki dla n = 11). Pokrycie czesci niezmienniczej zawiera atraktor chaotyczny,
punkt staly x~ oraz jedna galaz niestabilnej podrozmaitoéci punktu z—, taczaca x~
z atraktorem.

Pokrycie czesci niewedrujacej jest mniejsze i sktada sie z dwoch sktadowych spdj-
nych. Jedna zawiera atraktor chaotyczny, za$ do drugiej (bardzo malej) nalezy nie-
stabilny punkt staly 7. W wyniku zastosowania algorytmu bylo mozliwe przerwa-
nie potaczenia miedzy tymi dwoma zbiorami i usuniecie podrozmaitosci niestabilnej
punktu £~ z pokrycia czesci niewedrujacej.

Tabela 3.3
Liczba oraz powierzchnia e-kostek pokrywajacych cze$é niezmienniczg i cze$é niewedrujacy
prostokata [—1.5,1.5] x [—0.5,0.5], e = (1/27,1/(3-2"))

Czes¢ niezmiennicza Czesé¢ niewedrujaca

" Liczba kostek | Powierzchnia | Liczba kostek | Powierzchnia

1 22 | 1.83 20 | 1.67

2 51 | 1.06 48 | 1.00

3 137 | 0.714 118 | 0.615

4 325 | 0.423 278 | 0.362

5 776 | 0.253 660 | 0.215

6 1892 | 0.154 1531 | 0.125

7 4577 | 0.0931 3387 | 0.0689
8 10464 | 0.0532 7804 | 0.0397
9 24768 | 0.0315 18665 | 0.0237
10 59581 | 0.0189 44817 | 0.0142
11 141426 | 0.0112 107938 | 0.00858

Rezultaty obliczen zostaly zebrane w tabeli 3.3, gdzie podano liczbe elementéw
pokrycia oraz jego powierzchni¢. Zbiér A ma powierzchnie réwna 3, gdy tymczasem
powierzchnia obszaru zawierajacego czes¢ niewedrujaca jest mniejsza niz 0.01. Dzieki
posiadaniu tak doktadnej reprezentacji czesci niewedrujacej mozna znacznie zreduko-
wacé obszar poszukiwan orbit okresowych lub ogélniej — skomplikowanej dynamiki.
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Rys. 3.4. Odwzorowanie Hénona: a) czes$¢ niezmiennicza prostokata [—1.5,1.5] x [—0.5,0.5],
niestabilne punkty stale (4, x); b) cze$¢ niewedrujaca prostokata [—1.5,1.5] x [—0.5,0.5]
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3.4. Odwzorowanie Ikedy

Jako kolejny przyklad rozwazmy odwzorowanie Ikedy (1.34) z parametrami p = 1,
B = 0.9, kK = 0.4. Rozwazymy trzy przypadki: « = 3, « = 6 i a = 7, dla ktérych
w symulacjach komputerowych obserwuje sie rézne typy zachowan (rys. 1.5). We
wszystkich przypadkach punkt staly P; jest stabilny, zmienia si¢ natomiast zachowa-
nie uktadu w otoczeniu punktu statego Ps.

3.4.1. a = 3, stabilny punkt staly

Dla tej warto$ci parametru a obserwuje sie zbieznosé trajektorii do jednego
z dwéch punktéw statych P; lub Ps. Istnieje rowniez trzeci punkt staly Ps, ktory
jest niestabilny. Poltozenie punktéw statych zostalo znalezione przy uzyciu operatora
Krawczyka

Py € (2.11559040512872, 3.539843503398975),
P, € (0.562256442698503 . —0.582407647974033),
P3 € (0.591877229774435, —0.78537257358683).

Czes¢ niezmiennicza zbioru putapki K (poréwnaj réwnanie (1.35)), znaleziona za
pomoca metod opisanych w podrozdziale 3.2.2 jest przedstawiona na rysunku 3.5a.
Czesé niezmiennicza zawiera trzy punkty stale oraz orbity heterokliniczne taczace
punkt staly typu siodtowego oraz dwa stabilne punkty state. Powierzchnia pokrycia
czesci niezmienniczej jest rowna 0.0465 i jest bardzo mata w poréwnaniu z powierzch-
nia zbioru putapki K, réwng 792 ~ 254.5.

Znaleziona zostala rowniez czes¢ niewedrujaca zbioru K. Wykazano, ze jest ona
zawarta w zbiorze o powierzchni mniejszej niz 6- 107, ztozonym z trzech sktadowych
sp6jnych. Kazda sktadowa zawiera jeden punkt staly. Mozna wykazaé, ze jesli tra-
jektoria trafia do dowolnej z tych czesci i pozostaje w niej za zawsze, to jest zbiezna
do punktu statego. Poniewaz wiadomo, ze wszystkie orbity okresowe naleza do czesci
niewedrujacej zbioru putapki, to nie ma zadnych innych orbit okresowych dla a = 3.

Aby lepiej zrozumieé¢ dynamike uktadu, wyznaczono baseny przyciagania By, Bo
stabilnych punktow statych P; oraz P». W tym celu najpierw znaleziono zbiér putapke
wokél kazdego ze stabilnych punktéw stalych.

Rozmiar i ksztalt basenu przyciagania sg wlasnosciami globalnymi uktadu dyna-
micznego i nie moga by¢ stwierdzone na podstawie macierzy Jacobiego odwzorowa-
nia w punkcie stalym. Macierz Jacobiego badanego odwzorowania w punkcie stalym
pomaga nam w znalezieniu lokalnego zbioru putapki. Blisko punktu statego, kiedy
aproksymacja liniowa jest wystarczajaco dobra, mozna na jej podstawie znalezé zbiér
U, taki ze f(U) C U. Dla algorytmu FindBasin zbiér U powinien byé¢ mozliwie du-
zy. Norma macierzowa macierzy Jacobiego indukowana przez norme euklidesowa jest
réwna 1.753 > 1 w punkcie P; oraz 1.0527 dla P,. Oznacza to, ze w liniowej aproksy-
macji kota nie sg odwzorowywane w siebie. Musimy zatem jako zbioru U uzy¢ elipsy
o érodku w punkcie stalym.
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Rys. 3.5. Odwzorowanie Ikedy, o = 3: a) cze$é niezmiennicza zbioru putapki, punkty state
Py, P, P; (X, +, ¥); b) baseny przyciagania stabilnych punktéw stalych P i P>
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Wykazano, ze nastepujace elipsy sa zbiorami pulapkami dla odwzorowania f

2 02 02 2

cos® sin“p sin“y  cos® @

( 7 t—23 >(x—x0)2—|—< 35—+ —=3 )(Z‘/—yo)Q‘f'
1 T3 1 T3

(3.40)

1 1 .

' (—) sin 22— 20) (y— o) < 1,
ToT2

gdzie £9g=2.11559, y9=3.53984, r1 =2.3, ro=1.4, p=—0.3 dla P, oraz xy=0.562256,

yo=—0.582407, 11 =0.03, ro=0.09, ¢=0.08 dla Ps.

Wykazano, ze czes$é niezmiennicza tych elips jest punktem stalym (wszystkie tra-
jektorie startujace wewnatrz elips zmierzaja do punktu stalego). Nastepnie uzywajac
algorytmu opisanego w podrozdziale 3.2.1, znaleziono obszary zawarte w basenach
przyciagania punktéw P; i Py (rys. 3.5b).

Poniewaz odwzorowanie Tkedy zmniejsza powierzchnie (wyznacznik macierzy Ja-
cobiego jest stale réwny det f/(x) = B? = 0.81, co oznacza, ze powierzchnia zmniejsza
sie B? razy w kazdej iteracji odwzorowania), to jasne jest, ze kazdy basen przyciggania
musi mie¢ nieskoniczony obszar. Mimo iz wartosci wlasne macierzy Jacobiego maja
takie same wartosci bezwzgledne dla obu punktéw stalych, to baseny przyciagania
r6znig sie znacznie. Wykazano, ze czeéé kwadratu [—10, 10] x [—10, 10] o powierzchni
399.039 jest zawarta w By, za$ czed¢ o powierzchni 0.075 jest zawarta w By. Pozosta-
ta czeS¢ zawiera granice oddzielajaca te dwa baseny przyciagania. Granice basenéw
przyciagania tworzy niestabilny punkt staly i jego podrozmaitos$é stabilna.

Podsumowujac, dla przypadku a = 3 przeprowadziliémy pelna analize dynamiki.
Pokazalidmy, ze istnieja trzy punkty stale i nie ma zadnych innych orbit okresowych.
Wykazano, ze wszystkie trajektorie zmierzaja do punktu stalego. Znaleziono bardzo
dobre oszacowania heteroklinicznych potaczen miedzy punktami staltymi oraz basenéw
przyciagania stabilnych punktéw statych.

Przyklad ten pokazuje, ze mozliwe sa przypadki, w ktorych znalezienie wszystkich
stabilnych orbit okresowych za pomoca obliczania trajektorii startujacych z losowych
warunkéw poczatkowych moze by¢ trudne. Szansa wyboru punktu poczatkowego na-
lezacego do basenu przyciagania Bs z kwadratu [—10, 10] x [—10, 10] jest mniejsza niz
1/500 (wiekszos¢é trajektorii zmierza do drugiego punktu stalego).

3.4.2. a = 6, zachowanie chaotyczne

Dla a = 6 obserwowane jest zachowanie chaotyczne. Cze$¢ trajektorii jest zbiez-
na do stabilnego punktu stalego Pj, zas inne wykazuja skomplikowane nieokresowe
oscylacje.

Orbity okresowe

W podrozdziale 1.4.3 pokazano, ze kula K = B((p,0),pB/(1 — B)) jest zbiorem
putapka dla odwzorowania Ikedy. Mozna rowniez pokazaé, ze trajektoria dowolnego
punktu z € C po skoniczonym czasie trafia do K. Wynika stad, ze wszystkie punkty
okresowe musza naleze¢ do zbioru K.

Istnieja trzy punkty stale odwzorowania Ikedy dla o = 6, jeden stabilny i dwa
niestabilne.
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Naleza one do nastepujacych wektoréow przedzialowych
Py € (2.9721316179105%}, 4.1459464213959+),
P, € (0.532754622940793, 0.2468967727110113),
P3 € (1.11426961458133, —2.2856944609861¢5).

Za pomoca metod przedzialowych zostaly znalezione wszystkie orbity okresowe
o okresie n < 15 nalezace do zbioru K. W przypadku wersji standardowej metoda
oparta na operatorze Newtona jest 2-3 razy wolniejsza niz metody wykorzystujace
operator Krawczyka lub Hansena—Sengupty. Dla operatora Hansena—Sengupty licz-
ba podzialéw w metodzie bisekcji jest najmniejsza. Wiadomo, ze operator ten daje
wezszy wynik niz operator Krawczyka, tzn. H(x) C K(x) (poréwnaj [91]). Mimo to ob-
liczenia prowadzone przy uzyciu operatora Hansena—Sengupty sa zwykle nieco dtuzsze
niz dla operatora Krawczyka z uwagi na wigksza liczbe operacji arytmetycznych nie-
zbednych do wyznaczenia H(x). W przypadku wersji globalnej réznice miedzy trzema
operatorami w czasie obliczen sa nieznaczne.

Tabela 3.4
Odwzorowanie Ikedy, a = 6, liczba orbit okresowych oraz oszacowanie entropii topologicznej

n[Q, [ Pn [ Qo] Pen | H.
1 2 2 2 2 | 0.6931
2 1 4 3 4 | 0.6931
3 2 8 5 10 | 0.6931
4 3 16 8 22 | 0.6931
5 4 22 12 42 | 0.6182
6 7 52 19 84 | 0.6585
7 10 72 29 154 | 0.6110
8 14 128 43 266 | 0.6065

9 26 242 69 500 | 0.6099
10 46 484 115 960 | 0.6182
11 76 838 191 1796 | 0.6119
12 | 110 | 1384 301 3116 | 0.6027
13 | 194 | 2524 495 5638 | 0.6026
14 | 317 | 4512 812 | 10076 | 0.6010
15 | 566 | 8518 | 1378 | 18566 | 0.6033

Znalezione punkty okresowe sa przedstawione na rysunkach 3.6 oraz 3.7a. Mozna
zauwazy¢, ze orbity okresowe o niskim okresie nie wypelniajg atraktora réwnomiernie
i powstaje interesujaca struktura przypominajaca zbior Cantora. Wyniki poszuki-
wania orbit okresowych zostaly zebrane w tabeli 3.4, gdzie podano liczbe Q,, orbit
okresowych o okresie n, liczbe P,, punktow stalych f™ oraz oszacowanie entropii topo-
logicznej H,, = n~1log(P,,). W zestawieniu pominiety zostal punkt staty P; polozony
daleko od atraktora. Dla kazdego punktu okresowego obliczono odlegto$¢ od najbliz-
szego sasiada i przetworzone wyniki zebrano w tabeli 3.5.
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Rys. 3.6. Odwzorowanie Ikedy, a = 6, punkty okresowe o okresie n = 1,2,...15
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Rys. 3.7. Odwzorowanie Ikedy, @ = 6, niestabilny punkt staly P» (+), niestabilny punkt

staly Ps (%): a) punkty okresowe o okresie n < 15; b) basen przyciagania P; (x), cze$¢
niezmiennicza K (kolor czarny)
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Tabela 3.5
Odwzorowanie Tkedy, a = 6, P,, — liczba punktéw stalych f", D. — érednica wektora
przedzialowego, dla ktérego udowodniono jedynosé, D. — $rednica wektora przedziatowego,
dla ktorego udowodniono istnienie, odlegtos¢ od najblizszego sasiada: warto$¢ minimalna
Dmmin, maksymalna Dpax, sSrednia Dayer

n Pn Dc De Dmin Dmax Daver
1 2 [ 3.19-107%2 | 2.98-10~™ | 2.599 2.599 | 2.599

2 4] 1.69-107% | 2.98-107* | 0.370 1.783 | 0.8445
3 8| 6.37-107* | 3.38-107** | 0.395 1.220 | 0.6442
4 16 | 8.01-107° | 3.56-107 | 0.175 0.956 | 0.3739
5 22 | 8.01-107° | 3.85-107** | 0.143 0.644 | 0.3033
6 52 | 2.40-107° | 5.20-107** | 4.27-1072 | 0.495 | 0.1404
7 72 | 3.48-107% | 6.89-107™ | 1.98-1072 | 0.355 | 0.1057
8 | 128 | 1.23-107% | 1.41-107* | 4.56-1072 | 0.264 | 0.0726

9| 242 | 7.80-107% | 5.89-107'% | 7.39-107* | 0.210 | 0.0456
10 | 484 | 5.92-107% | 2.72-107*® | 1.25-1072 | 0.143 | 0.0310
11 | 838 | 1.26-107% | 3.25-107*3 | 7.22-107* | 0.119 | 0.0226
12 | 1384 | 5.25-107% | 2.92-107*3 | 4.11-107* | 0.337 | 0.0160
13 | 2524 | 2.06-1072 | 3.12-107'3 | 2.55-107* | 0.270 | 0.0109
14 | 4512 | 4.13-107'° | 8.36-10'% | 7.01-107° | 0.260 | 0.00753
15 | 8518 | 8.08-107*! | 5.14-107* | 1.02-107* | 0.197 | 0.00515

Basen przyciagania stabilnego punktu stalego

Obecnie wyznaczymy basen przyciggania stabilnego punktu stalego P;. Spraw-
dzono, ze elipsa okreslona wzorem (3.40) jest zbiorem pulapka dla zo = 2.972132,
yo = 4.145946, 11 = 1.2, ro = 2.1 oraz ¢ = 1. Mozna wykaza¢, ze dodatnim zbiorem
granicznym dla wszystkich punktéw nalezacych do tej elipsy jest punkt P;.

Nastepnie uzywajac algorytmu FindBasin znaleziony zostal podzbiér prostokata
[—10,10] x [—10,10] zawarty w basenie przyciggania punktu P; (rys. 3.7b). Wyzna-
czony obszar ma powierzchnie 357.005. Z rysunku widaé, ze niestabilny punkt staly
P5 lezy na granicy basenu przyciagania punktu P;.

Cze$¢ niezmiennicza i niewedrujaca

Wyznaczone zostaly pokrycia czesSci niezmienniczej i niewedrujacej zbioru pu-
tapki za pomocg e-kostek. Wyniki zostaly pokazane na rysunku 3.8 oraz zestawione
w tabeli 3.6. Wyniki dla e = (1/2™,1/2"), przy n =0, 1,...,8 zostaly przedstawione
przy uzyciu réznych odcieni (kolorem czarnym wydrukowano pokrycie uzyskane dla
najdrobniejszego podziatlu n = 8).

Czesé niezmiennicza zawiera stabilny punkt staly Pp, niestabilny punkt staty
Pj3, atraktor chaotyczny oraz niestabilng podrozmaito$é punktu P3; laczaca Ps ze
stabilnym punktem stalym oraz chaotycznym atraktorem. Powierzchnia pokrycia jest
mniejsza niz 2.22. Pokrycie czesci niewedrujacej nie zawiera orbity heteroklinicznej
laczacej Ps z P;. Nie udalo si¢ natomiast przerwaé¢ potaczenia pomiedzy punktem Ps
a obszarem, gdzie obserwowany jest atraktor chaotyczny. Na podstawie uzyskanych
wynikéw nie mozna zatem stwierdzié, ze punkt Ps nie nalezy do atraktora.
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Rys. 3.8. Odwzorowanie Ikedy, o = 6: a) cze$é niezmiennicza zbioru K, stabilny punkt
staly P1 (X) i niestabilne punkty stale P> i P3 (+,%); b) czes¢ niewedrujaca zbioru K
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Tabela 3.6
Odwzorowanie Ikedy; liczba oraz powierzchnia e—kostek pokrywajacych cze$é niezmiennicza
i niewedrujaca zbioru K dla e = (1/2",1/2™)

Czeé¢ niezmiennicza Czesé niewedrujaca
" Liczba kostek | Powierzchnia | Liczba kostek | Powierzchnia
0 61 61.00 61 61.00
1 155 38.80 69 17.20
2 328 20.50 176 11.00
3 789 12.30 368 5.75
4 1971 7.70 1098 4.29
5 5392 5.27 3597 3.51
6 15399 3.76 11890 2.90
7 46604 2.84 39660 2.42
8 145346 2.22 131837 2.01

Poniewaz cze$é niewedrujaca zbioru putapki zawiera wszystkie orbity okresowe,
to w poszukiwaniu orbit okresowych mozemy ograniczy¢ si¢ do jej pokrycia.

3.4.3. a =7, stabilna orbita o okresie 2

W symulacjach dla tej wartoéci parametru « obserwuje sie dwa zbiory graniczne:
stabilny punkt staly i stabilna orbite o okresie 2. Ten przypadek jest podobny do
plerwszej rozwazanej sytuacji (o = 3), gdzie réwniez obserwowano dwa stabilne roz-
wiazania okresowe. Pokazemy, ze istnieje wiele istotnych réznic miedzy tymi dwoma
przypadkami. Dla o = 7 istnieje bardzo wiele niestabilnych orbit okresowych i z topo-
logicznego punktu widzenia dynamika jest bardziej skomplikowana niz w przypadku
a = 6. Wieksza liczba orbit okresowych daje wyzsza entropie topologiczna.

Réwniez w tym przypadku istnieja trzy punkty state

Py € (3.24260097375821, 4.28427623517452),
P, € (0.5419307253256%5 | 0.384300852207225%),
P3 € (1.28933093702935, —2.578055942060127).

Pierwszy punkt staly jest stabilny, a pozostale sa niestabilne. Istnieje réwniez stabilna
orbita okresowa (Q1,Q2) o okresie 2

Q1 € (1.0388462702999752, —0.094428433408953),
Q2 € (0.0657477429499%5, —0.092458342523957),

i dwie niestabilne orbity okresowe o okresie 2.

Zmnaleziono pokrycia czeéci niezmienniczej i niewedrujacej zbioru K. Czes¢ niewe-
drujaca (rys. 3.9a) sklada sie z trzech czesci. Dwa male obszary odpowiadaja punktom
staltym P i Ps. Trzeci obszar zawiera stabilng orbite okresowa o okresie 2 oraz nieskon-
czenie wiele niestabilnych orbit okresowych. Czesé niezmiennicza zawiera dodatkowo
podrozmaitosci niestabilne punktu Ps.
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Rys. 3.9. Odwzorowanie Ikedy, o = T: a) cze$¢ niewedrujaca K, stabilny punkt staly (%),

dwa niestabilne punkty stale (x), stabilna orbita o okresie 2 (+); b) baseny przyciagania
stabilnych orbit okresowych
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Warto zauwazy¢, ze dla tego przypadku bylidmy w stanie rozbi¢ czeéé¢ niewedru-
jaca na trzy sktadowe spdjne. Jest to mozliwe, poniewaz niestabilny punkt staly jest
polozony dalej od zbioru chaotycznego niz dla o = 6. Procedura wyznaczania po-
krycia czeéci niewedrujacej nie przerwala jednak duzego obszaru na kawalki. Wiemy
jednak, ze w zasadzie powinno to by¢ mozliwe. Czeéé niewedrujaca basenu przyciaga-
nia stabilnej orbity o okresie 2 sktada si¢ z dwdoch punktéow i te punkty niewedrujace
sg odseparowane od pozostalych punktéw niewedrujacych — odlegtos¢ stabilnej orbi-
ty o okresie 2 od zbioru chaotycznego zawierajacego nieskonczenie wiele niestabilnych
orbit okresowych jest niezerowa.

Znaleziono réwniez baseny przyciagania stabilnych orbit okresowych (rys. 3.9b).
Czesé basenu przyciagania punktu P; zawarta w kwadracie [—10, 10] x [—10, 10] ma
powierzchnie wigksza niz 347.8. Drugi basen przyciagania jest znacznie mniejszy. Po-
wierzchnia kostek znalezionych przez procedure FindBasin jest réwna 0.023. Ten
basen przyciagania jest silnie wymieszany ze zbiorem chaotycznym (rys. 3.10) i jego
znalezienie w spos6b Scisty jest skomplikowane obliczeniowo.

-3
-1 0 1 2

Rys. 3.10. Odwzorowanie Ikedy, o = 7, orbity okresowe o okresie n < 12, niestabilne punkty

stale (Xx), stabilna orbita o okresie 2 (4), zaznaczono réwniez baseny przyciggania stabilnego
punktu statego oraz stabilnej orbity o okresie 2

Jako ostatni etap analizy znaleziono wszystkie orbity okresowe o okresie n < 12.
Zostaly one przedstawione na rysunku 3.10.
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3.5. Odwzorowanie logistyczne

W podrozdziale tym zastosujemy metode dowodu istnienia bardzo dlugich orbit
okresowych do odwzorowania logistycznego

f(z) = ax(l — ), (3.41)

dla a = 3.9.
Najpierw przedstawimy dzialanie metody dla krotkiej orbity okresowej. W tym
przypadku zalozenia Twierdzenia 3.4 mozna sprawdzi¢ recznie.

W symulacjach komputerowych obserwuje si¢ nastepujaca trajektorie pseudo-
okresowa: z = (0.44871,0.96474,0.13265). Wybierzmy wektor przedziatlowy

z = (x1,X2,x3) = ([0.44, 0.46], [0.95.97],[0.12, 0.14])
oraz punkt
%2 = (&1, &2, 23) = (0.45,0.96,0.13) € z,

dla ktorych zastosujemy przedzialowa metode Newtona do udowodnienia istnienia
orbity okresowej o okresie 3 w otoczeniu Z.

Nastepnie znajdujemy przedzialy ay, gi, oraz hy spelniajace zalozenia Twier-
dzenia 3.4

F(x1) = a(l — 2x1) = [0.312,0.468] C a; = [0.311,0.469],

F/(x2) = a(1 — 2x,) = [~3.666, —3.510] C ay = [~3.667, —3.509),
F(x3) = a(l — 2x3) = [2.808,2.964] C a3 = [2.807,2.965],

F(#1) — &5 = 0.00525 € g1 = [0.00524, 0.00526],

f(#9) — &5 = 0.01976 € g5 = [0.0195,0.01977],

f(#3) — &1 = —0.00891 € g5 = [—0.00892, —0.00890],

a;'ay'ag! C a=[-0.327,-0.196],

a;'g) +a;tay gy +artay tagtgs € b =[-0.01,0.01],
(1—a)~'b C h; = [-0.009,0.009],

az'(h; +g3) C hs = [-0.008,0.001],

a; ' (h3 + gs) C hy = [-0.006, —0.003],

2 —h c R = ([0.441,0.459], [0.963, 0.966], [0.129, 0.138]).

Mozna sprawdzi¢, ze R C z. Z Twierdzenia 3.4 wynika, ze N(z) C z, a zatem
istnieje doktadnie jedna orbita okresowa w N(z). Zauwazmy, ze wszystkie powyzsze
warunki maja postaé nieréwnosci i moga by¢ sprawdzone w sposéb Scisty przy uzyciu
komputerowej implementacji arytmetyki przedziatowej.
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Kiedy iterujemy przedzialowy operator Newtona, startujac z zg = z, otrzymuje-
my ciag wektoréw przedzialowych z; 11 = N(z;) zawierajacych rozwiazanie.

zo = ([0.44,0.46],[0.95.97], [0.12, 0.14]),

21 = (0.4357,0.96311,0.13663),

7o = (0.448732,0.964747550.1326523),

z3 = (0.44871775335,0.96474351157% . 0.1326525272%),

7z, = (0.448717753195258,0.96474351153436555, 0.13265252709815857).

Po czterech iteracjach ciag stabilizuje si¢ i otrzymujemy waski wektor przedzia-
lowy zawierajacy prawdziwa orbite okresowa. Srodek ostatniego wektora przedzialo-
wego jest przyblizonym potozeniem prawdziwej orbity okresowej z bledem mniejszym
niz 3-10716.

Zmnaleziona orbita zostala przedstawiona na rysunku 3.11a w postaci wykresu
schodkowego.

a) 1 d T LI S b) 1 d T
05— T 05—
0 I l I X 0 I l I X
0 0.5 1 0 0.5 1

Rys. 3.11. Przykladowe orbity okresowe odwzorowania logistycznego przedstawione za
pomoca wykresu schodkowego: a) orbita o okresie 3; b) orbita o okresie 701

3.5.1. Dtugie orbity okresowe

Obecnie przedstawimy przyklad dowodu istnienia bardzo dlugiej orbity okreso-
wej. Rozpoczynamy od znalezienia trajektorii pseudookresowej. Wybieramy x; =0.66
jako punkt startowy. Po n = 5 480 633 iteracjach trajektoria wygenerowana przez
komputer wraca w poblize punktu poczatkowego

61 = | 5480634 — 71| < 2.21-107".

122



Po dwdch iteracjach operatora Newtona otrzymujemy aproksymacje (&1, ...,&,) or-
bity okresowej z btedem bliskim precyzji maszynowej

So = max |f(£:) — &(i mod n)+1| < 4.16-107'C.

i=1,...,
Odlegtosé pomiedzy punktem ¢ = 0.5, w ktérym funkcja f przyjmuje maksimum,
a orbita pseudookresowa jest rowna

Emax = A_min |3A3'1 — Cl = 4910_8

i=1,...,n

Promien wektora przedzialowego z musi by¢é mniejszy niz epyax. Nastepnie tworzymy
wektor przedzialowy z = (x1,...,X,), gdzie x; = [&; —¢&,&; +¢&] oraz € = 1078 < gpax.
Ostatecznie za pomoca metody strzaléw obliczamy N(z) i sprawdzamy, ze zachodzi
warunek N(z) C z.

W ten sposéb udowodnilidmy istnienie dokladnie jednej orbity okresowej o okresie
n wewnatrz z. Iterujac dwukrotnie przedziatlowy operator Newtona, obliczamy poto-
zenie prawdziwej orbity okresowej z btedem mniejszym niz 63 = 2.08-107'° w kazdym
punkcie orbity. Poniewaz n = 5 480 633 jest liczba pierwsza, to mamy pewnos¢, ze
jest to okres podstawowy. W ten sposéb udowodniliSmy, ze istnieje prawdziwa orbi-
ta okresowa w poblizu trajektorii wygenerowanej przez komputer. W szczegdlnosci
pokazalismy, ze przedziat

x1 =10.6599999999999998, 0.66000000000000026]

zawiera punkt okresowy o okresie 5 480 633. Czas obliczen wynidst 87.14 s. Jego
glowng czes¢ stanowi czas niezbedny do obliczenia operatora Newtona. Obliczenia
byly wykonane na komputerze Pentium III z procesorem 500 MHz. W programie
uzyte zostaly procedury do arytmetyki przedziatowej pochodzace z pakietow Bias
i Profil [69].

W podobny sposob znaleziono kilka innych orbit okresowych. Orbita o okresie
701 jest przedstawiona na rysunku 3.11b. Dluzsze orbity wypelniaja ,,gesto” atraktor
i na wydruku nie réznia si¢ od catego atraktora. Wyniki obliczen zebrano w tabeli 3.7.

Tabela 3.7
Przyktady dtugich orbit okresowych dla odwzorowania logistycznego, opis oznaczen w tekscie

Ip. n T1 01 P d2 € 03 t[s]
1 701 | 0.70 | 4.20-107% | 3 | 3.05-107'¢ | 1072 | 9.50-107'° 0.01
2 11348 | 0.70 | 3.45-107% | 2 | 3.89-1076 | 107° | 3.38-107'2 0.12
3| 723543 | 0.70 | 2.23-1077 | 2 | 4.02-107¢ | 107% | 1.15-107 11 7.96
4| 1921687 | 0.60 | 1.56-10"7 | 2 | 4.16-107*¢ | 1077 | 1.61-10** 20.95
5 | 2444017 | 0.64 | 2.56-1077 | 3 | 4.16-107° | 10% | 2.08-107'° | 27.29
6 | 5480633 | 0.66 | 2.21-1077 | 2 | 4.16-107'% | 107® | 2.08-107'° | 87.14
7 | 8076157 | 0.62 | 8.18-1078 | 2 | 4.16-107'¢ | 1078 | 7.03-1071° | 166.00
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Liczba n oznacza okres orbity, x1 jest punktem startowym d&;—pseudookresowej
trajektorii (xg)p_;, |f(zn) — 21| < 61. Po p iteracjach operatora Newtona otrzymu-
jemy lepsza aproksymacje polozenia orbity okresowej spelniajaca dla k£ = 1,...,n
warunek |f(Zg mod n+1) — Tx| < d2. Wielko$é e jest promieniem wektora przedziato-
wego z = ([T1 —&,21 + €|, [B2 — &,82 + €],...,[En — €, Tn + €]), na ktérym obliczany
jest przedzialowy operator Newtona, zas d3 jest maksymalnym promieniem przedzia-
hu, dla ktérego istnienie zostato udowodnione. Wielkosé d3 odpowiada precyzji, z jaka
znamy potozenie orbity okresowej. W ostatniej kolumnie podany zostal czas obliczen
niezbedny do przeprowadzenia dowodu istnienia orbity okresowej.

Tabela 3.8
Wtasnosci dtugich orbit okresowych odwzorowania logistycznego

Ip. A Amax dmin
1 | 0.5030428303862 | 0.014 2.83-1077
2 | 0.4983757464] 0.0012 2.08-107°
3 | 0.4961488388 2.75-107° | 2.02.10713
4 | 0.4956026785 1.11-107° | 7.92-107 4
5 | 0.495535302 9.11-107% | 1.40-107*
6 | 0.495894562 4.70-107% | 1.75-107
7 | 0.49614253 3.15-107¢ | 2.78.1071%5

W tabeli 3.8 podanych jest kilka parametréw orbity okresowej. Za pomocg réw-
nania (3.34) obliczono wykladnik Lapunowa A orbity okresowej. W celu sprawdzenia,
jak gesto orbita okresowa wypelnia atraktor, obliczono dwie liczby. Warto$¢ d.x jest
réwna maksymalnej przerwie miedzy punktami nalezacymi do orbity okresowej. Daje
ona globalng informacje na temat badanego ukladu dynamicznego. Na jej podsta-
wie mozna wywnioskowad, ze jesli istnieje przyciagajaca orbita okresowa, to jej basen
przyciagania nie zawiera przedzialéw o Srednicy wiekszej niz dpax-

Wielko$¢ dpin jest minimalna odlegtoscia miedzy $rodkami przedzialéw x;. Mozna
zauwazy¢, ze dla orbit o numerach 3.4,...,7 odlegloéé¢ ta jest znacznie mniejsza niz
maksymalny promien tych przedzialéw (ds w tab. 3.7). Oznacza to, ze przedzialy x;
moga zachodzi¢ na siebie.

3.5.2. Kroétkie orbity okresowe

Dokonano réwniez porownania metody przedzialowej Newtona i jej wersji opartej
na metodzie strzaléw zastosowanych do szukania wszystkich orbit okresowych o ni-
skim okresie. W celu znalezienia wszystkich orbit okresowych zastosowano metode
bisekcji.

Wiyniki obliczen sa przedstawione w tabeli 3.9. Q,, i P,, oznaczaja liczbe orbit
okresowych o okresie n oraz liczbe punktéw stalych odwzorowania f™. W tabeli po-
dana jest liczba wywolan R procedury do obliczania operatora Newtona oraz czas
obliczen (rys. 3.12).
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Tabela 3.9
Poréwnanie dziatania globalnej wersji metody Newtona i jej modyfikacji opartej na metodzie
strzaléw przy szukaniu wszystkich orbit okresowych

metoda Newtona metoda strzaléow

no| Qu | Pa R ¢ R ¢
1 2 2 9 0.01 15 0.00
2 1 4 47 0.03 41 0.01
3 2 8 137 0.09 129 0.02
4 1 8 381 0.23 269 0.03
5 2 12 1043 0.69 759 0.07
6 3 28 3121 2.49 2143 0.25
7 6 44 10197 9.03 6589 0.79
8 9 80 36301 37.03 22789 3.04
9 14 134 119519 141.71 72447 10.55
10 21 224 433467 578.35 255247 40.93
11 34 376 1588405 2442.86 940733 163.47
12 52 656 5970917 | 10619.64 3519917 652.01
13 86 | 1120 | 23321301 | 46500.98 | 13599583 2670.59
14 | 133 | 1908 — — 48137901 | 10001.56

Mozna zauwazy¢, ze liczba wywolan jest niemal dwukrotnie mniejsza dla wersji

wykorzystujacej metode strzaléw. Réznice w czasie obliczen sa jeszcze wigksze. Wersja
ulepszona jest ok. 17 razy szybsza dla n = 13.

Obliczanie N(x) za pomoca wersji wykorzystujacej metode strzaléw jest znacznie
szybsze i réznica roénie wraz z n. Wynika to z faktu, ze wersja standardowa uzywa
do obliczen macierzy wymiaru n X n, natomiast wersja ulepszona stosuje wylacznie
skonczong liczbe wektorow o dhugoéci n.

W konsekwencji za pomocg metody strzaléw jestedmy w stanie znalezé w tym
samym czasie wszystkie orbity okresowe dla okresu n wigkszego o 2.

t [s]

10" ' == Newton global : 2l i
—<— backward shooting ¥

<K

e
10° | X -

¥
Ve
¥
e
+
100 | ¥ e N 4
-
+
A7
/Jr/
10— : : n
0 5 10 15

Rys. 3.12. Czas niezbedny do znalezienia wszystkich orbit okresowych o okresie n za pomoca
metody Newtona (,,Newton Global”) oraz metody strzaléw (,backward shooting”)
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3.6. Uklad Roesslera

W celu zastosowania metod przedzialowych dowodu istnienia orbit okresowych
dla ciagtych ukladéow dynamicznych stosuje sie technike odwzorowania Poincarégo.
Po redukcji problemu do odwzorowania dyskretnego stosuje si¢ operator przedzia-
lowy w celu udowodnienia istnienia orbity okresowej odwzorowania powrotu, ktora
odpowiada orbicie okresowej uktadu ciagtego.

Koncepcyjnie metoda jest do$¢ prosta, natomiast zastosowanie jej w praktyce
wiaze si¢ ze znacznymi komplikacjami obliczeniowymi w poréwnaniu z uktadami dys-
kretnymi. Odwzorowanie Poincarégo zwykle nie jest dane w sposob jawny i w celu
zastosowania operatora przedzialowego niezbedne jest calkowanie numeryczne réw-
nania rézniczkowego oraz rownania wariacyjnego w sposéb Scisty. Szczegdlnie istotny
staje sie wybér metody calkowania dajacy niewielkie przeszacowania wyniku.

Procedure dowodu istnienia orbit okresowych ciaglych uktadéw dynamicznych
przesledzimy na kilku przykladach. Rozpoczniemy od uktadu Roesslera opisanego
réwnaniem (1.44). Do dowodu istnienia orbit okresowych wykorzystano odwzorowa-
nie Poincarégo zdefiniowane przez pélptaszczyzne ¥ = {x € R3: 1 = 0, #; > 0}. Dla
punktow nalezacych do 3 bedziemy uzywaé lokalnego ukladu wspélrzednych odzie-
dziczonego z R3, tzn. punkt (0,z2,23) € ¥ C R?® bedziemy utozsamiaé¢ z punktem
(332, $3) €.

3.6.1. Orbita okresowa o okresie 1

Opiszemy szczegdlowo dowdd istnienia najkrotszej orbity okresowej pokazanej
na rysunku 3.13a. Startujac z punktu (%) = (—9,0.03) znaleziono dobre przyblizenie
orbity o okresie 1 za pomoca (nieprzedzialowej) metody Newtona. Kolejne iteracje
metody Newtona daly nastepujacy ciag punktow

2™ = (—8.39646070709811, 0.0295385806079791),
22 = (—8.38089669546695, 0.0295916679699520),
23 = (—8.38091629213300, 0.0295906964822757),

)
)
)
@ = —8.38091641824353,0.0295906933812734),
2 = —8.38091641905916, 0.0295906933612231),
z(® = —8.38091641906444, 0.0295906933610934),

)

2 = (—8.38091641906447, 0.0295906933610926),
& = (—8.38091641906447,0.0295906933610926).

Widag, ze po pewnej liczbie iteracji polozenie stabilizuje sie. W tym momencie mozna
przerwaé iterowanie operatora Newtona. W nastepnym kroku metoda préb i bledéw
skonstruowano wokoét obliczonego punktu & wektor przedzialowy

x = ([~8.392, —8.377], [0.0294, 0.0305])
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o wymiarach (0.015,0.0011) oraz obliczono
N(x) = ([-8.39151, —8.37988], [0.029556, 0.030376] ).

Latwo mozna sprawdzié, ze spelniony jest warunek N(x) C x. Z wlasnosci operato-
ra Newtona wynika istnienie dokladnie jednego punktu statego odwzorowania Poin-
carégo wewnatrz kostki x. Szerokos¢ wyznaczonego wektora przedzialowego wynosi
Diam(N(x)) = (0.01163,0.00082).

)

J %,
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Rys. 3.13. Orbity okresowe ukladu Roesslera: a) o okresie 1; b) o okresie 2

Do wyznaczenia N(x) uzyto metode Lohnera (wersja IE) obliczania trajektorii
uktadu ciaglego. Stosowano krok czasowy t = 0.02 i metode Taylora czwartego rzedu.

W obliczeniach stosowano stalty krok czasowy. Jesli w poblizu przeciecia z plasz-
czyzna Poincarégo dopuécimy zmiang¢ kroku czasowego, to mozemy uzyskaé wektor
przedzialowy o znacznie mniejszych wymiarach. Dopuszczajac dziesieciokrotny po-
dziat kroku czasowego, uzyskano wynik

N(x) = ([—8.381215, —8.380675], [0.0295826, 0.0295980])

o szeroko$ci Diam(N(x)) = (0.00054, 1.54-1075).
Iterowanie operatora Newtona pozwala na znalezienie waskiego wektora prze-
dziatowego zawierajacego orbite okresows,

x = ([—8.380946, —8.380938], [0.0295899, 0.0295902] )

o szeroko$ci Diam(x) = (8-107%,3-1077). Jacobian odwzorowania Poincarégo jest
rowny

P'(x) = [-2.4051,-2.4041] [1.96719,1.96742]
~ \[-0.001092,-0.001088]  [0.0008912,0.0008929] /

Macierz ta posiada rzeczywiste wartosci wlasne. Wartosci wlasne macierzy Jacobiego
odwzorowania Poincarégo w punkcie stalym naleza do nastepujacych przedzialéw

A1 € [—2.40412, —2.40379], Ay € [—0.0001631,0.0001632].
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Orbita okresowa ma zatem jeden kierunek stabilny i jeden niestabilny. Dlugosé orbity
okresowej ukladu ciaglego nalezy do przedziatu t = 5.881023.

Tabela 3.10
Poréwnanie operatoréw przedziatowych dla x = ([—8.392, —8.377], [0.0294, 0.0305])

Operator Rozmiar obrazu
Newton (staly krok czasowy) | (0.01163,0.00082)
Newton (0.00054,1.54-107°)
Krawczyk (0.00103,2.94-1075)
Hansen—Sengupta (0.000526, 1.532-1079)

W tabeli 3.10 przedstawiono poréwnanie dziatania réznych operatoréow przedzia-
lowych. Widaé, ze dopuszczenie zmiany kroku czasowego daje znaczng poprawe wyni-
kéw. Operator Krawcezyka daje gorsze rezultaty niz pozostate dwa operatory, ktérych
efekt dzialania jest poréwnywalny. Operator Hansena—Sengupty daje wynik o nie-
znacznie mniejszej szerokosci niz operator Newtona.

Dalsze zmniejszenie szerokosci przedzialéw okreslajacych polozenie orbity okre-
sowej 1 jej parametréw mozna uzyskaé, zmniejszajac krok catkowania lub zwiekszajac
rzad metody numeryczne;j.

3.6.2. Orbita okresowa o okresie 2

W przypadku pozostalych orbit okresowych przyblizone polozenie orbity okreso-
wej zostalto znalezione za pomoca metody bliskich powrotéw. Ta aproksymacja zostata
nastepnie poprawiona przy uzyciu metody Newtona.

W przypadku orbity o okresie 1 wielkos¢ kostki x, bedacej otoczeniem aproksy-
macji Z, dobierano recznie metoda préb i bledow. Polega ona na tym, ze startujemy
najpierw z malego otoczenia punktu Z i obliczamy na tym otoczeniu przedzialowy
operator Newtona N(x). Nie zmieniamy wielkosci kostki dla zmiennych, gdzie waru-
nek zawierania jest spelniony (N;(x) C x;), natomiast pozostale zmienne zwickszamy
tak, aby dla nowego x; spetniony byl warunek N;(x°'9) C x;°¥. Modyfikacja wektora
przedzialowego x jest kontynuowana, dopdéki warunek N;(x) C x; nie jest spelniony
dla kazdego i.

Aby uniknaé¢ konieczno$ci recznego dobierania wektora przedzialowego x wokot
znalezionej aproksymacji potozenia orbity okresowej, zastosowano nastepujaca zauto-
matyzowana wersje obliczen. Startujemy z punktowego wektora przedzialowego x = &
i obliczamy y = N(x).

Oczywiscie warunek y C x nie moze by¢ spelniony, poniewaz x jest wektorem
punktowym, zas y ma niezerowy wymiar z uwagi na bledy zaokraglen, bltedy nume-
rycznej metody catkowania itd. Nastepnie obliczamy x zgodnie z wzorem

x=(1+¢)y —ey, (3.42)

wyznaczamy y = N(x) i sprawdzamy warunek y C x. Jesli jest on spelniony, to
udowodnilidémy istnienie orbity okresowej w y. W przeciwnym wypadku wybieramy
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nowe x zgodnie z wzorem (3.42) i powtarzamy powyzsze kroki. Obliczenia te konty-
nuujemy do momentu, gdy spelniony jest warunek y C x lub tez x jest tak duzy, ze
nie udaje si¢ obliczyé¢ N(x). W drugim przypadku obliczenia zakonczyly sie porazka.
W celu udowodnienia istnienia orbity okresowej mozna sprébowaé¢ zmieni¢ metode
wyznaczania N(x), krok catkowania lub rzad metody numerycznej.

Za pomoca procedury opisanej powyzej udowodniono istnienie orbity okresowej
o okresie 2 (rys. 3.13b). Orbita okresowa (z(1), 2(?)) odwzorowania Poincarégo nalezy
do nastepujacych wektoréw przedziatowych

M e xM = (-9.51987¢, 0.029092153),
2 € x? = (-5.424083,0.0310853}).

Macierz Jacobiego odwzorowania P? obliczona na wektorze przedzialowym za-
wierajacym orbite okresowa jest réwna

v )y _ [ —3:5131 3.73%1
(P7) () (0.001483? 0.0015744

Wartosci wtasne macierzy Jacobiego w punkcie okresowym naleza do nastepu-
jacych przedzialéw A € [—3.5135,—3.5105], A2 € [—0.001428,0.001428]. Znaleziona
orbita okresowa jest orbitg hiperboliczng typu siodlowego.

Tabela 3.11
Poréwnanie zastosowania operatoréw przedziatlowych do dowodu istnienia orbity okresowej
o okresie 2, x(!) = (—9.5192,0.029093), x = (—5.4243,0.031082)

Metoda Diam(N(x(", x(?)))
Newton Standard 3.9581-107°,1.5261-107°)
Krawczyk Standard 3.9663-1075;1.5245-107°)
Hansen—Sengupta Standard | (3.9580-107°,1.5230-1079)
Newton Global 2.9737-107°,2.8738-107%,2.2034-107°, 7.9674-10")
Krawczyk Global 2.9774-107°,2.8768-1078,2.2062-10°,7.9771-1077)
Hansen-Sengupta Global 2.9723-107°,2.8753-107%,2.2033-107°, 7.9673-107")

(
(
(
(
(
(

W przypadku orbit okresowych o okresie wiekszym od 1 mamy mozliwos¢ uzycia
wersji standardowej lub globalnej operatoréw przedzialowych. W tabeli 3.11 prezentu-
jemy porownanie operatoréw Newtona, Krawczyka oraz Hansena—Sengupty w wersji
standardowej i globalnej. Wida¢ wyraznie, ze wersja standardowa jest gorsza od wersji
globalnej, zwlaszcza dla zmiennej x3. Roéznice miedzy wersja globalng i standardowa
rosng w miare wzrostu dlugosci orbity. Przy pewnej dlugosci orbity dla wersji standar-
dowej staje sie niemozliwe wyznaczenie obrazu x przez operator przedzialowy, nawet
jesli x jest zbiorem punktowym. W konsekwencji sprawdzenie warunkow istnienia
orbity okresowej jest niemozliwe. Probleméw tych pozbawiona jest wersja globalna,
w ktorej wystarczajace jest obliczanie pierwszej iteracji kostki przez odwzorowanie
Poincarégo.
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3.6.3. Inne orbity okresowe

Uzywajac tej samej metody, udowodniono réwniez istnienie dtuzszych orbit okre-
sowych. Do dowodu istnienia stosowano wylacznie wersje globalna operatoréw prze-
dzialowych, z uwagi na jej lepsze dzialanie.

Zmnalezione orbity okresowe o okresach 5, 7, 17 i 31 sa przedstawione na rysun-
ku 3.14. Sa to hiperboliczne orbity okresowe typu siodtowego.

a) okres 5 b) okres 7
X3 )
[ I I "] I I I
10 — - 10 — -
5 = 5 -
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st S sE :
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c) okres 17 d) okres 31
X3
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0
S
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Rys. 3.14. Przyktadowe orbity okresowe dla uktadu Roesslera

3.7. Obwdd z gladka nieliniowoscig

Jako kolejny przykiad rozwazmy obwdd elektroniczny z gladka nieliniowo$cia
opisany réwnaniem (1.39) dla wartosci parametréw (1.41), dla ktérych obserwowany
jest atraktor typu double—scroll.

Wybrano odwzorowanie Poincarégo wyznaczone przez plaszczyzne zo =0, 25 > 0.
W obliczeniach stosowano krok czasowy 7 = 0,005, oraz metode Lohnera (wersja IE)
dla metody Taylora rzedu czwartego.
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Za pomoca metody Newtona udowodniono istnienie trzech orbit okresowych
o okresie 1:

— stabilna orbita okresowa polozona na zewnatrz atraktora (rys. 3.15a),

— niestabilna orbita okresowa polozona na zewnatrz atraktora (rys. 3.15b),

— niestabilna orbita okresowa polozona wewnatrz atraktora (rys. 3.15¢).

Nalezy zwroci¢ uwage, ze rysunki 3.15a,b sa sporzadzone w innej skali niz rysun-
ki 3.15¢cH.

[ | | | 1x b | \ \ 31X

Rys. 3.15. Orbity okresowe obwodu z gtadka nieliniowoscia polozone na zewnatrz atrak-
tora: a) stabilna orbita okresowa; b) niestabilna orbita okresowa; orbity okresowe potozone
wewnatrz atraktora: orbita o okresie c) p=1;d) p=3;e) p=28;{) p=12
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Szczegdly obliczen przedstawiono w tabeli 3.12. Podano wektor przedzialowy x
zawierajacy punkt staly odwzorowania P, wyznaczony obraz N(x), szerokosci tych
wektoréw przedziatowych, okres orbity, macierz Jacobiego oraz jej wartosci wlasne
w punkcie stalym. Na podstawie obliczonych wartosci wlasnych A1, Ao widacé, ze fak-
tycznie pierwsza orbita okresowa jest stabilna, pozostale zaé sa niestabilne.

Tabela 3.12
Wielkoéci obliczone w trakcie dowodu istnienia orbit okresowych o okresie 1

stabilna orbita okresowa na zewnatrz atraktora
X ([—3.232784113, —3.232781235], [8.260567025, 8.26056891])
Diam(x) (2.878-107°%,1.885-107%)
N(x) ([—3.232786335, —3.232783457], [8.260567121, 8.26056901])
Diam(N(x)) | (2.878-107%,1.889-107°)
t [26.72621582, 26.726225586]
P(x) [—0.007055, —0.007045]  [—0.049529, —0.049511]

[0.0976720,0.0976762]  [0.6860628,0.6860706]
A1,z [~1.439-107°,1.441-107%], [0.679,0.679031]
niestabilna orbita okresowa na zewnatrz atraktora
x ([-2.56015231, —2.56015127], [2.57232381, 2.57232424])
Diam(x) (1.04-1075,4.3-1077)
N(x) ([—2-56015252, —2.56015149]; [2.57232388, 2.57232431])
Diam(N(x)) | (1.03-1075,4.3-1077)
t [36.4289599, 36.42897461]
P(x) <[0.16415921, —0.164046018]  [—0.68293136, 0.68255108]>
[0.70554424, 0.70559801] [2.93538452, 2.93556142]

A1, A2 [—0.0002639, 0.0002667], [2.77110, 2.77164]

niestabilna orbita okresowa wewnatrz atraktora
x ([—2-37149010, —2.37148945], [1.83995299, 1.83995314])
Diam(x) (6.5-1077,1.5-1077)
N(x) ([—2.37149030, —2.37148971], [1.83995305, 1.83995318])
Diam(N(x)) | (5.9-1077,1.3-1077)
t [36.25729980, 36.25733887)
P(x) < [0.4873474, 0.48818916] [2.04778205, 2.05142850] )

[—1.49078981, —1.49053692] [—6.26146385, —6.26036943]

A1, Ao [—5.77489287, —5.77091987], [—0.00223, 0.00175]

Udowodniono réwniez istnienie trzech orbit okresowych o wyzszym okresie. Po-
kazane one zostaly na rysunkach 3.15d-f.

W przypadku wszystkich orbit przyblizone polozenie orbity okresowej uzyskano
za pomoca standardowej metody Newtona startujacej z losowych warunkéw poczat-
kowych.

Stwierdzono, ze dla wigkszosci warunkéw poczatkowych metoda Newtona jest
zbiezna do stabilnej orbity okresowej. W obliczeniach stosowano wersje globalng ope-
ratora Newtona oraz automatyczng metode wyboru wektora przedzialowego x.
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3.8. Obwdéd Chuy

Jako kolejny przyktad ciaglego ukladu dynamicznego rozwazymy obwod Chuy
opisany réwnaniem (1.36). Przeprowadzimy analize uogélnionego odwzorowania Po-
incarégo, okreslonego na zbiorze ¥ = ¥; U 3o (poréwnaj réwnanie (2.77)).

Postaramy sie odpowiedzie¢ na pytanie, czy mozliwa jest Scista analiza odwzo-
rowania Poincarégo. Przedyskutujemy problemy, ktére pojawiaja sie przy obliczaniu
obrazu kostki pod dzialaniem odwzorowania Poincarégo. Znajdziemy obszar, gdzie od-
wzorowane to jest dobrze zdefiniowane i ciagte, jego cze$¢ niezmiennicza oraz wszyst-
kie krotkie orbity okresowe nalezace do tego obszaru. Pokazemy réwniez, w jaki sposéb
mozna przeprowadzi¢ dowdd istnienia wielu orbit okresowych za pomoca kombinacji
metody powrotéw oraz przedziatowej metody Newtona.

3.8.1. Analiza uogdélnionego odwzorowania Poincarégo

Obraz danego zbioru moze by¢ obliczony w sposob $cisty za pomocg metod opisa-
nych w podrozdziale 2.6 tylko wtedy, gdy odwzorowanie Poincarégo jest ciagle na tym
zbiorze. Zwykle odwzorowanie Poincarégo nie jest wszedzie zdefiniowane. Nie jest ono
zdefiniowane w punktach x € X, ktére nigdy nie powracaja do zbioru 3. Przyktadem
moze by¢ punkt nalezacy do przeciecia stabilnej podrozmaitoéci punktu statego oraz
zbioru ¥ — jego trajektoria zmierza do punktu stalego i nigdy nie powraca do 3.
Nawet jesli w punkcie  odwzorowanie Poincarégo P(z) jest dobrze zdefiniowane, nie-
koniecznie musi ono byé ciaggle. Sytuacja taka moze mie¢ miejsce, jesli w punkcie x
lub P(z) pole wektorowe jest réwnolegle do ¥ (poréwnaj Twierdzenie 1.4).

W poblizu punktéw niecigglodci $ciste obliczenie obrazu staje sie bardzo skompli-
kowane. Im blizej punktu nieciaglosci, tym mniejsze sg zbiory, ktére musimy rozwazaé
i czas obliczen staje si¢ dluzszy. Znajomos$é obszardéw nieciaglosci jest punktem wyj-
Sciowym do $cistej analizy odwzorowania Poincarégo.

Na rysunku 3.16 pokazana jest trajektoria odwzorowania P, wygenerowana przez
komputer. Poniewaz numerycznie obserwowany atraktor przecina »; w punktach
x3 > 0 oraz przecina Yo w punktach x3 < 0, to mozliwe jest przedstawienie trajektorii
P na jednym rysunku, mimo ze zbiér ¥ sklada si¢ z dwoch hiperplaszczyzn.

Najpierw opiszemy dzialanie odwzorowania Poincarégo dla punktéw nalezacych
do atraktora dla z € ¥y (dolna czesé rys. 3.16). Przeciecie atraktora z plaszczyzna 3o
sklada sie z czterech czesci Iy, I, I3 oraz I4. Zbiory I; oraz I stanowig w przyblizeniu
linie prosta. Trajektorie startujace z I; U Iy wchodza w centralny obszar liniowy Us.
Punkty « € I osiagaja plaszczyzne 31, zas ich obraz tworzy mniejsza spirale w gérnej
péiplaszezyznie (P(x) € J3). Punkty « € Iy wracaja do 39 1 ich obraz tworzy wiek-
sza spirale w dolnej pélplaszczyinie (P(z) € I). Prawa czesé rysunku jest zlozona
z dwéch spiral (I3 oraz I). Trajektorie startujace ze spiral wchodza do obszaru Us
i wracaja do Y. Ich obrazy tworza lewa czes$é rysunku (P(x) € I; U I3). Przejscia
te moga zosta¢ zapisane w nastepujacy sposéb Iy — Js, Is — Iy, I3U I, — 11 U I5.
Symetrycznie dla plaszczyzny 1 mamy J; — I, Jo — Jy, J3U Jy — J1 U Jo.

Na podstawie dyskusji przedstawionej wczedniej tatwo mozna zidentyfikowaé ob-
szar w Yo, gdzie Sciste obliczenie odwzorowania Poincarégo moze by¢ niemozliwe.
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Rys. 3.16. Trajektoria odwzorowania Poincarégo P, z3 > 0=z € X1, 23 < 0= x € X9

Granice miedzy zbiorami I3 oraz I stanowia punkty, ktérych trajektorie sa stycz-
ne do ¥;. W tych punktach Sciste wyznaczenie odwzorowania Poincarégo nie jest moz-
liwe. Zauwazmy, ze zbidr I U I jest spéjny. Mozna sie zatem spodziewad, ze istnieja
punkty nalezace do atraktora, dla ktérych $ciste obliczenia nie sg mozliwe.

Dla obwodu Chuy rozpoczynamy analize od znalezienia czesci zbioru X, gdzie
odwzorowanie P moze by¢ obliczone w sposéb $cisty. Poniewaz pole wektorowe defi-
niujace obwdd Chuy jest symetryczne wzgledem poczatku ukladu, to wystarczajace
jest przeprowadzenie analizy dla ptaszczyzny Ys.

X X.
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Rys. 3.17. Odwzorowanie Poincarégo dla obwodu Chuy: a) zbiér V — kostki, dla ktérych
P moze by¢ obliczone w sposéb $cisty; b) pozostate kostki
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Na ¥, bedziemy uzywaé ukladu wspétrzednych odziedziczonego z R3. Prostokat
[—0.4,0.3] X [-5,0] C ¥4 zawiera atraktor obserwowany numerycznie (rys. 3.16). Pro-
stokat ten zostal pokryty kostkami postaci [i/400, (¢ + 1)/400] x [j/40, (5 + 1)/40],
gdzie i, j sa liczbami catkowitymi. Do obliczania obrazu kostki pod dzialaniem od-
wzorowania Poincarégo uzywano metody opisanej w podrozdziale 2.6. Kostki, dla
ktérych procedura wyznaczenia obrazu zakonczyla sie sukcesem, pokazane sa na ry-
sunku 3.17a. Zbidér tych kostek oznaczamy przez V.

Zbiér pozostalych kostek (obliczenia nie zostaly zakonczone powodzeniem) sktada
sie z trzech czeSci (rys. 3.17b).

Linia pionowa kostek zawiera punkty, dla ktérych pole wektorowe jest rownolegle
do X9 (ZZ?1 =1loraz 21 =0, tzn. 2o =1+ Ga/G ~ —01383)

Czeé¢ w lewym dolnym rogu zawiera krzywa w s zlozona z punktéw x, dla kté-
rych przeciecie trajektorii z ptaszczyzna ¥q nie jest transwersalne. Ta krzywa oddziela
punkty, dla ktérych P(z) € Yo, od punktéw, dla ktérych P(x) € ;. Odwzorowa-
nie Poincarégo nie jest ciagle na tej krzywej i obliczenie odwzorowania Poincarégo
w sposob Scisty na tej krzywej nie jest mozliwe.

Trzecia cze$¢ stanowi spirala polozona po prawej stronie. Zawiera ona punkty, dla
ktorych przeciecie trajektorii z plaszczyzna 3o nie jest transwersalne w P(x) (spirala
jest przeciwobrazem pionowej linii w ¥, dla ktérej @7 = 0). Obszar w srodku spirali
zawiera przeciecie stabilnej podrozmaitosci punktu réwnowagi zawartego w obszarze
Us z plaszezyzna ¥o. Odwzorowanie Poincarégo nie jest zdefiniowane w tym punkcie.
Wyznaczenie obrazu punktu przez odwzorowanie Poincarégo w otoczeniu tego punktu
jest trudne, poniewaz trajektorie startujace blisko podrozmaitosci stabilnej spedzaja
dtugi czas w otoczeniu punktu réwnowagi.

Mozna zauwazy¢, ze dla obwodu Chuy wystepuja réznego rodzaju zjawiska unie-
mozliwiajace znalezienie obrazu punktu przez odwzorowanie Poincarégo w sposéb
Scisty. Pierwsza czes¢ zbioru kostek przedstawionych na rysunku 3.17b nie jest szcze-
gélnie istotna dla analizy dynamiki uktadu chaotycznego, poniewaz atraktor obser-
wowany numerycznie nie przecina linii pionowej. Pozostate dwie czesci maja jednak
niepuste przeciecie z numerycznie obserwowanym atraktorem. Wynika stad, ze nawet
jesli ograniczymy analize do pewnego otoczenia atraktora, to pelna analiza odwzoro-
wania Poincarégo w tym otoczeniu nie bedzie mozliwa.

3.8.2. Krétkie orbity okresowe

W podrozdziale tym opiszemy wyniki poszukiwan orbit okresowych odwzorowa-
nia Poincarégo, dla obwodu Chuy. Wiadomo, ze kombinacja przedzialowej metody
Newtona oraz metody bisekcji pozwala na efektywne znalezienie wszystkich krétkich
orbit okresowych dla dyskretnych uktadéw dynamicznych.

Poniewaz odwzorowanie Poincarégo nie jest wszedzie ciagle, to znalezienie wszyst-
kich orbit okresowych nie jest mozliwe. Punkty nieciaglosci pojawiaja sie na skutek
nietranswersalnych przecie¢ trajektorii z plaszczyznami definiujacymi odwzorowanie
Poincarégo.

W miejscach nieciaglosci zastosowanie twierdzenia o istnieniu orbit okresowych
jest niemozliwe, za§ w poblizu punktu nieciagtoéci metody Scistego obliczania obrazu
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punktu pod dziataniem odwzorowania Poincarégo stajg sie bardzo nieefektywne. Nie
ma jednak przeszkod dla znalezienia wszystkich orbit okresowych zawartych w obsza-
rze, gdzie odwzorowanie Poincarégo daje sie obliczy¢.

7 definicji uogélnionego odwzorowania Poincarégo wynika, ze wszystkie orbi-
ty okresowe musza mie¢ parzysty okres. Uzywajac uogélnionej metody bisekcji oraz
przedzialowej metody Newtona, znaleziono wszystkie najkrétsze orbity odwzorowa-
nia Poincarégo (tzn. orbity o okresie 2) nalezace do obszaru V. Udowodniono, ze jest
tylko jedna taka orbita okresowa. Punkt okresowy nalezy do wektora przedzialowego

(—0.33311448212, —4.2398951155).

Dtugoéé orbity okresowej uktadu ciagtego nalezy do przedziatu 7.380584392. Orbi-
ta okresowa uktadu ciaglego zostala przedstawiona na rysunku 3.18. Symetrycznie,
istnieje druga orbita o okresie 2 przecinajaca plaszczyzne 3.

04—

02—

\ \ \ \ L%

Rys. 3.18. Orbita okresowa ukladu cigglego odpowiadajaca orbicie okresowej o okresie 2
dla uogélnionego odwzorowania Poincarégo, projekcja na plaszczyzne (x1,x2)

Zmnalezienie wszystkich orbit okresowych o wyzszych okresach dla calego zbioru
W nie jest mozliwe z powodu dlugiego czasu obliczen. Nie udato si¢ znalezé wszyst-
kich orbit okresowych o okresie 4. W celu zredukowania czasu obliczen ograniczono
poszukiwania do obszaru zawierajacego atraktor obserwowany numerycznie.

W tym celu trajektoria wygenerowana przez komputer zostata pokryta przez
15 346 kostek o wymiarach 0.001 x 0.01 (rys. 3.19a). Dla 204 kostek nalezacych do
16 spéjnych obszarow wyznaczenie odwzorowania Poincarégo zakonczylo sie niepo-
wodzeniem. Kostki te sa potozone blisko przecigcia badanej trajektorii chaotycznej
uktadu ze zbiorem punktéw, gdzie odwzorowanie Poincarégo nie jest ciagte. Zbior W
jest zdefiniowany jako suma kostek z pokrycia, dla ktérych wyznaczenie obrazu przez
odwzorowanie Poincarégo zakonczone zostato sukcesem.

Na rysunku 3.19b pokazana jest czes¢ niezmiennicza zbioru W. Zostata ona zna-
leziona poprzez usuniecie kostek, ktére maja puste przeciecie ze zbiorem P(W') oraz
kostek, ktérych obraz ma puste przecigcie z W. Procedura usuwania kostek jest kon-
tynuowana do momentu, gdy zadna kostka nie moze zosta¢ usunieta. Otrzymujemy
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w ten sposob zbiér o znacznie zredukowanej liczbie kostek w poréwnaniu ze zbio-
rem V. Dla zbioru Inv(WW') mozliwe staje sie znalezienie wszystkich orbit okresowych
o wyzszych okresach.
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Rys. 3.19. Odwzorowanie Poincarégo dla obwodu Chuy: a) pokrycie trajektorii za pomoca
kostek; b) cze$é niezmiennicza zbioru W

3.8.3. Poszukiwanie orbit okresowych

Jak pokazano w poprzednim podrozdziale, w przypadku ukladéw ciagltych zna-
lezienie wszystkich orbit okresowych o krotkich okresach moze by¢ niemozliwe. Przy
analizie ukladow ciaglych musimy czesto ograniczy¢ sie do dowodu istnienia wybra-
nych orbit okresowych, bez pewnosci, czy nie istnieja inne krétkie orbity okresowe.

Metoda szukania orbit

W celu udowodnienia istnienia wielu orbit okresowych mozna zastosowaé potacze-
nie metody bliskich powrotéw poszukiwania orbit okresowych [76] oraz przedzialowej
metody Newtona. Najpierw w symulacjach komputerowych znajduje sie orbity pseu-
dookresowe, czyli fragmenty trajektorii powracajace w poblize punktu startowego.
Nastepnie uzywajac klasycznej metody Newtona, znajduje si¢ dobre oszacowanie po-
lozenia orbity okresowej, oraz konstruuje sie wektor przedzialowy x o srodku w znale-
zionym punkcie i ustalonej $rednicy. Wyznacza sie N(x) i sprawdza warunek N(x) C x.
Jedli zalozenie to jest spelnione, to istnienie orbity okresowej zostalo udowodnione.
W przeciwnym wypadku mozna ponowié obliczenia dla innej érednicy wektora x.

W celu udowodnienia istnienia orbity okresowej o okresie n odwzorowania Poin-
carégo mozna zastosowaé przedzialowa metode Newtona do odwzorowania id — P™
(wersja standardowa). Dla dluzszych orbit okresowych zwykle macierz Jacobiego
(P™)(x) ma duza $érednice i nie mozna sprawdzié zalozen twierdzenia o istnieniu
i jednoznacznosci zer [33]. W celu pokonania tych probleméw uzywa sie wersji global-
nej, tzn. obliczamy wektor przedzialowy dla odwzorowania (3.21).
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Dowdd istnienia wielu orbit okresowych dla obwodu Chuy

Obecnie podamy wyniki zastosowania techniki opisanej powyzej do znalezienia
oraz przeprowadzenia dowodu istnienia wielu orbit okresowych dla obwodu Chuy. Naj-
pierw zostala wygenerowana skladajaca sie z 60 000 punktow trajektoria odwzorowa-
nia Poincarégo. Poszukiwania orbit okresowych zostaly ograniczone do orbit o okresie
mniejszym niz 150.

Zostaly znalezione orbity pseudookresowe, powracajace w otoczenie punktu po-
czatkowego na odlegtos¢ ponizej 0.005 z czasem powrotu mniejszym niz 150. Dla
wiekszosci orbit pseudookresowych udowodniono istnienie prawdziwej orbity okreso-
wej w ich bliskim otoczeniu. W kilku przypadkach metoda dowodu zawiodta. Przy-
padki te dotyczyty orbit okresowych, ktore wiele czasu spedzaly w jednym z obszaréw
liniowych (dlugi czasu powrotu dla odwzorowania Poincarégo). Aby udowodnié ist-
nienie takich orbit okresowych, nalezatoby wybraé¢ wieksza liczbe plaszczyzn ¥;, tak
aby czasy powrotu byly mniejsze.

Przeprowadzono réwniez badania orbit pod katem ich symetrii wzgledem poczat-
ku ukladu. Orbita okresowa (z1,zs,...,2o) jest symetryczna wzgledem poczatku
ukladu, jesli 1 = —z;41. Poniewaz pole wektorowe jest symetryczne, to dla kazdej
niesymetrycznej orbity okresowej istnieje druga orbita okresowa symetryczna do tej
orbity.
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Rys. 3.20. Przyktadowe orbity okresowe dla obwodu Chuy, rzut na plaszczyzne (x1,x3)
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Ogdlem znaleziono 1354 rézne orbity okresowe o okresie mniejszym niz 150. Wiek-
sz0S¢ z tych orbit jest niesymetryczna, co mozna tatwo sprawdzi¢ za pomoca warunku
xp N (—x;) = 0. Jedli warunek ten nie jest spelniony, to mozna podejrzewaé, ze orbita
okresowa jest symetryczna. Aby udowodni¢ zachodzenie warunku symetrii, rozwaza
si¢ odwzorowanie H : (R™)! s (R™)!

[H(2)]) = { - ;(];S’“) ars ﬁ (3.43)

gdzie z = (x1,22,...,2;). Jest oczywiste, ze H(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
PlY(z1) = —x;. Wynika stad, ze jedli z jest zerem odwzorowania H to P?(z;) = 2,
czyli z1 jest punktem okresowym o okresie 2. Stwierdzono, ze 8 orbit okresowych
spelnia warunek symetrii. Pozostale orbity okresowe sa niesymetryczne. Polozenie
kazdej z orbit okresowych zostato obliczone z dokladnoécia wieksza niz 1077,

Niektére ze znalezionych orbit okresowych zostaly pokazane na rysunku 3.20.
Narysowane sa wszystkie orbity okresowe o okresie mniejszym niz 45 (orbity (1)—(26))
i wszystkie znalezione symetryczne orbity okresowe (orbity (11), (13), (24), (26)—(28),
(30) oraz (31)). Ich parametry zostaly zebrane w tabeli 3.13.

Tabela 3.13
Przyktadowe orbity okresowe dla obwodu Chuy, N jest numerem kolejnym orbity na rysun-
ku 3.20, M jest numerem orbity w liscie znalezionych orbit (lista zostata posortowana wedlug
dtugosci orbity uktadu ciaglego), n jest okresem orbity okresowej uogélnionego odwzorowania
Poincarégo P, n’ jest liczbg punktéw przeciecia orbity okresowej z plaszczyzng X2, S w pigtej
kolumnie oznacza, ze znaleziona orbita okresowa jest symetryczna

N | M| n|n|S Okres N | M n n' | S Okres

1] 1] 2] 1 7.380584399 19 | 35 8| 4 38.7797155*

21 3| 4] 2 14.384438043 20| 37| 10| 2 41.00009%

3| 5] 4| 2 21.3302183 21| 39| 10| 2 41.79856%

4| 71 61| 3 21.67681572 22| 41| 10| 5 42.9797918%

51 9| 4] 2 24.703922 23| 43| 10| 5 43.39566235

6111 | 6| 3 28.62708665 24 | 45 8| 2| S | 43.97666743°

7113 4| 2 28.68369% 25 | 46 8| 2 44.1795015%

8| 15| 8| 4 29.0841154$ 26 | 48 8| 2| S| 44.556774%

9| 17| 4| 2 29.529415 27 1135 | 16| 4| S | 60.168288
1019 6| 3 31.062129% 28 | 136 | 16 | 4 | S | 60.2676902
11| 21| 8| 2| S| 32.831752 29 1193 | 12| 4 66.8021983
121 22] 8| 2 32.998947 30 | 567 | 24| 6| S | 99.129165
13|24| 8| 2| S| 33.73813% 31 | 580 | 24| 6| S | 9949633
14|25| 8| 4 35.722532 32 160 | 48 790.03813%
15|127| 8| 4 36.0215453 33 186 | 58 829.69247
16| 29| 10| 5 36.0750610% 34 204 | 57 893.61533
173110 5 36.45599675 35 246 | 58 1076.943132
181 33| 8| 4 38.73120853
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Podjeto réwniez prébe udowodnienia istnienia dtuzszych orbit okresowych. Czte-
ry z nich zostaly przedstawione na rysunku 3.20 (orbity (32)—(35)). Najdtuzsza zna-
leziona orbita okresowa ma okres T' =~ 1076.94, ktéry jest ponad 100 razy diuzszy
niz okres najkrétszej znalezionej orbity (o okresie T = 7.38). Pokazuje to, ze techni-
ka dowodu oparta na globalnej wersji operatora Newtona pozwala na udowodnienie
istnienia réwniez dtugich orbit okresowych.
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4. Dynamika symboliczna,
entropia topologiczna

Istnienie nietrywialnej dynamiki symbolicznej oraz dodatnio$é¢ entropii topolo-
gicznej oznaczaja, ze uktad dynamiczny jest chaotyczny w sensie topologicznym, czyli
ze istnieja trajektorie, ktorych zachowanie jest chaotyczne.

Jedna z metod znalezienia skomplikowanej dynamiki symbolicznej jest wyznacze-
nie tzw. podzialu generujacego (ang. generating partition) [48]. Jest to podzial prze-
strzeni stanu na roztaczne zbiory o tej wlasnoéci, ze podzial ten wraz z wszystkimi
swoimi obrazami oraz przeciwobrazami dzieli przestrzen stanu z dowolng dokladno-
Scia. Taki podzial przestrzeni stanu wraz z macierza przejscia pozwala na wzajemnie
jednoznaczng charakteryzacje trajektorii za pomoca ciagéw symboli. Dla odwzoro-
wania Bernoulliego (poréwnaj podrozdz. 1.2.3) podzial taki jest zdefiniowany przez
wybér punktu ¢ = 0.5 oddzielajacego zbiory Ny i No. W pracy [48] opisano metode
wyboru podziatu bliskiego podziatowi generujacemu. W przypadku bardziej skompli-
kowanych uktadéw dynamicznych wyznaczenie podzialu generujacego w sposéb Scisty
nie jest mozliwe, a zatem wszystkie wyniki uzyskane na tej podstawie mozna trakto-
wac jedynie jako przyblizenie.

Jedng z najczesciej stosowanych metod dowodzenia istnienia chaosu i dynamiki
symbolicznej jest metoda Szylnikowa [114]. Przyklad jej zastosowania jest pokazany
w pracy [80], gdzie udowodniono za pomoca komputera istnienie dla obwodu Chuy
orbity homoklinicznej punktu stalego dla pewnych (nieznanych) wartoéci parame-
trow nalezacych do niewielkiego przedziatu. Z istnienia orbity homoklinicznej wynika
istnienie dynamiki symbolicznej na pewnych zbiorach polozonych w okolicy orbity
homokliniczne;j.

Stosunkowo prosta metoda dowodu istnienia dynamiki symbolicznej oparta na
spéjnosci jest podana w pracy [57]. W pracach [84, 85] wprowadzono metode dowo-
dzenia dynamiki symbolicznej z wykorzystaniem teorii dyskretnego indeksu Conleya.
Metody opisane w pracach [119, 120] stosuja do dowodu istnienia dynamiki symbolicz-
nej oraz orbit okresowych teorie indeksu punktu stalego. W niniejszej pracy opiszemy
szczegdlowo te metode.

Nalezy réwniez wymieni¢ metode dowodu istnienia atraktora chaotycznego, co
jest znacznie bardziej skomplikowanym zagadnieniem niz udowodnienie istnienia dy-
namiki symbolicznej. Niestety z uwagi na wymaganie hiperbolicznoéci uktadu metoda
ta daje si¢ zastosowacé tylko do pewnej klasy ukltadéw dynamicznych. Za jej pomoca
przeprowadzono w pracy [115] dowdd istnienia atraktora Lorenza.
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W rozdziale tym opiszemy metode znalezienia dynamiki symbolicznej oraz prze-
prowadzenia dowodu jej istnienia. Pokazemy réwniez, jak na tej podstawie mozna
w sposob $cisty znalezé oszacowanie od dotu entropii topologicznej uktadu dynamicz-
nego. W pierwszym kroku metody wybierane sg topologiczne prostokaty N1, Na, ..., N,,.
W celu udowodnienia istnienia dynamiki symbolicznej uzywana jest metoda relacji na-
krywajacych [120]. Jest to metoda czysto topologiczna, w ktérej nie wykorzystuje sie
oszacowan macierzy Jacobiego odwzorowania, ktére sa niezbedne do przeprowadze-
nia dowodu hiperbolicznosci obecnej w podkowie Smale’a [89]. Relacje nakrywajace
miedzy zbiorami Ny sprawdzane sa przy uzyciu arytmetyki przedziatowej. Nastepnie
konstruowana jest macierz przejscia odpowiadajaca podprzesunieciu skoniczonego ty-
pu na p symbolach. Macierz przejscia jest uzywana do uzyskania oszacowania od dotu
na entropie topologiczna badanego odwzorowania.

Opiszemy problem wyboru potozenia zbioréw Ny, ktére prowadza do skompli-
kowanej dynamiki symbolicznej, a tym samym do dobrego oszacowania entropii to-
pologicznej. W celu optymalnego wyboru zbioréw Ny wykorzystuje sie algorytmy do
znajdowania pokrycia zbioru punktéw niewedrujacych wybranego obszaru. Wyzna-
czona czes¢ niewedrujaca pomaga przy wyborze zbioréw Ny, ktorych polozenie jest
nastepnie recznie zmieniane tak, aby uzyskaé mozliwie bogata dynamike symboliczna.

Jako przyktad rozwazymy dwa proste dyskretne ukltady dynamiczne: odwzoro-
wanie Hénona i odwzorowanie Ikedy oraz dwa uklady ciaggte: obwéd Chuy i uktad
Lorenza. Wykazemy istnienie dynamiki symbolicznej dla tych ukladéw oraz wyprowa-
dzimy oszacowania od dotu na ich entropig¢ topologiczna. Poréwnamy uzyskane wyniki
z oszacowaniami entropii topologicznej opartymi na liczbie krétkich orbit okresowych.

4.1. Istnienie dynamiki symbolicznej

Metoda topologiczna, ktéra bedziemy wykorzystywaé¢ do dowodu istnienia dyna-
miki symbolicznej, jest oparta na pojeciu relacji nakrywajacej [119, 120].

4.1.1. Relacje nakrywajace

Dla prostoty opiszemy te metode dla uktadéw wymiaru 2, cho¢ metode mozna
zastosowa¢ dla ukladéw dowolnego wymiaru. Relacje nakrywajace sa szczegdlnym
przypadkiem e—{ancuchdw zaproponowanych w pracach [24, 25].

Definicja 4.1. Zalézmy, ze f: R? — R? jest odwzorowaniem ciggltym. Wybierzmy

czworokaty N, M C R?. W kazdym z czworokatéw wybieramy dwa przeciwlegle boki

i nazywamy je ,poziomymi”. Pozostale sa nazywane ,pionowymi”. Moéwimy, ze N
f—nakrywa M i uzywamy oznaczenia N Lm , jesli

a) obraz N pod dzialaniem f ma puste przeciecie z poziomymi krawedziami M,

b) obraz pionowych krawedzi N ma puste przeciecie z M i sa one polozone
geometrycznie po przeciwnych stronach M.

Przyktad relacji nakrywajacych jest przedstawiony na rysunku 4.1. Prostokat Ny
f—nakrywa N, jego obraz nie zawadza o poziome krawedzie Ny i obrazy pionowych
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krawedzi N; leza po przeciwnych stronach N,. Poniewaz obraz jednej z pionowych

krawedzi Ny zawadza o N1, to nie zachodzi relacja N LN 1. Latwo jednak zauwazy¢,
ze mozna zmniejszy¢ zbidér No tak, aby zachodzily obie relacje nakrywajace.

N, N,

AN
D%) f(NI)Z7
' ¢

Rys. 4.1. Przyktady potozenia zbioréw f(N;) wzgledem N;, pionowe krawedzie i ich obrazy
sg oznaczone gruba linia, N1 f-nakrywa Na, No nie nakrywa N; — obrazy poziomych
krawedzi N2 nie lezg geometrycznie po przeciwnych stronach Ny

W Definicji 4.1 nie jest istotne, ze zbiory IV, M sa czworokatami. Moga to by¢ tzw.
topologiczne czworokgty, w ktorych krawedzie sa dowolnymi krzywymi. W przyktadach
przedstawionych ponizej krawedzie czworokatow beda tamanymi.

W celu udowodnienia istnienia dynamiki symbolicznej dla odwzorowania f wy-
bieramy p parami roztacznych czworokatéw Ni, Na,..., N, i sprawdzamy istnienie
nakry¢ topologicznych pomiedzy tymi zbiorami przy uzyciu metod arytmetyki prze-
dzialowej. W celu udowodnienia relacji nakrywajacej INV; 4 N; zbiér N; pokrywa
sie¢ kostkami okreslonego rozmiaru. Nastepnie znajduje sie obrazy tych kostek pod
dzialaniem odwzorowania f i sprawdza warunki a) oraz b).

Najistotniejsza dla nas wlasnosé relacji nakrywajacych jest ujeta w postaci na-
stepujacego twierdzenia [120, 45)

Twierdzenie 4.1. Niech f;: N; — R? dlai=1,2,...,p bedq ciggle. Zaldimy, ze

MANEN R RN (4.1)

Wowczas istnieje punkt x* € Ny taki, Ze
foofr—10o--ofi(x*) € Nyp1 dla k=1,...,p. (4.2)
Jesli dodatkowo cigg tworzy petle (tzn. Npp1 = Ni), to * mozna wybraé tak, aby

fpofp—r10-:-0 fi(z¥) =z (4.3)

Powyzsze twierdzenie méwi, ze z istnienia ciggu relacji nakrywajacych wynika
istnienie trajektorii realizujacej ten ciag nakry¢é. W ogdlnej sytuacji dopuszczamy, ze
relacje nakrywajace zachodza dla réznych odwzorowan. Bedziemy jednak stosowaé
te metode dla przypadku, gdy wszystkie relacje nakrywajace dotycza tego samego
odwzorowania lub ewentualnie jego zlozen f™.
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Istnienie dynamiki symbolicznej mozna stwierdzi¢ na podstawie nastepujacego
twierdzenia [45]:

Twierdzenie 4.2. Zaléimy, Ze czworokqgty N1, Na, ..., Ny, sq parami rozlgczne. Zde-
finiugmy macierz kwadratowg A = (a;j) wymiaru p X p

o f
ai; = 1, jesli N; = N;, (4.4)
0  w przeciwnym wypadku.

Wowczas f jest semisprzezone z podprzesunieciem skornczonego typu na p symbolach

0 macierzy przejscia A.

Samo istnienie zbioréw N; oraz pewnych relacji nakrywajacych miedzy nimi nie
oznacza istnienia nietrywialnej dynamiki symbolicznej. Warunkiem koniecznym ist-
nienia skomplikowanej dynamiki symbolicznej jest, aby zbiér ¥ 4 ciagéw symboli do-
puszczonych przez macierz przej$cia A mial nieskonczenie wiele elementow.

4.1.2. Znajdowanie zbioréw N;

Nie ma zadnej w pelni automatycznej metody znajdowania zbioréw N;, na kté-
rych zdefiniowana jest skomplikowana dynamika symboliczna. Najczesciej zbiory IV,
sg znajdowane metoda préb i bledow, przy wykorzystaniu informacji o polozeniu
krétkich orbit okresowych i ich stabilnych i niestabilnych kierunkéw [120, 34, 45].

W przykladach rozwazanych ponizej przy wyborze zbiorow N; wykorzystamy in-
formacje na temat cze$ci niezmienniczej obszaru, w ktorym poszukujemy dynamiki
symbolicznej. Procedura konstrukcji zbioréw N; sklada sie z kilku krokéw. Najpierw
wybierany jest zbior zawierajacy interesujaca dynamike. Moze to by¢ zbiér putapka
dla danego ukladu dynamicznego. Jedli nie potrafimy znalezé zbioru dodatnio nie-
zmienniczego, to mozemy wybraé zbiér zawierajacy atraktor obserwowany numerycz-
nie lub dowolny zbiér, w ktérym podejrzewamy istnienie skomplikowanych trajekto-
rii. Nastepnie znajdujemy czesé niewedrujaca tego zbioru za pomoca metody opisanej
w podrozdziale 3.2.3. Zwykle znaleziony zbiér jest spéjny i jego ksztalt nie pomaga
w wyborze zbioréw N;. Aby rozbié¢ cze$é niewedrujaca na kilka kawalkow, usuwamy
czes¢ kostek i znajdujemy cze$é niewedrujaca tego, co pozostato. Czesto wynikiem tej
procedury jest zbiér sktadajacy sie z niewielkiej liczby spdjnych kawatkéw, ktére po
niewielkich modyfikacjach moga stuzy¢ jako czworokaty N;.

Jesli dokonamy podzialu pokrycia czesci niewedrujacej na mniejsze kostki, to
otrzymamy dokladniejsze oszacowanie zbioru punktéw niewedrujacych. Zwykle jest
ono zbudowane z wigkszej ilosci sktadowych spdjnych, co pozwala na znalezienie bar-
dziej skomplikowanej dynamiki symbolicznej.

4.1.3. Istnienie orbit homoklinicznych i heteroklinicznych

W przypadku gdy pierwszy i ostatni element skonczonego ciagu nakryé sa samo-

nakryciami (tzn. zbiér nakrywa sam siebie, N LN ), to latwo mozemy skonstruowaé
ciagi relacji nakrywajacych nieskonczonej dtugosci.
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Z twierdzenia 4.1 wynika wowczas istnienie ciagu punktéw realizujacego ten nie-
skoficzony ciag nakryé. Méwi o tym nastepujace twierdzenie [45]:

Twierdzenie 4.3. Jesli

NSNEINENE BN BN, (4.5)
to istnieje cigg (xx)5> _ ., taki, Ze

Tp+1 = f(zk) € Ny dla k<0,

Tpt1 = fr(zk) € Ngy1 dla k=1,...,m,

ZTrp+1 = g(xk) € Nyta dla k> m.

Przy zalozeniach powyzszego twierdzenia z zachodzenia pierwszej relacji nakry-
wajacej (N LN N;) wynika istnienie punktu stalego odwzorowania f wewnatrz zbio-
ru Np. Na podstawie ostatniej relacji nakrywajacej (Np+1 & Npt1) wiemy réwniez,
ze istnieje punkt staly odwzorowania g wewnatrz zbioru N,,;;. Nie mamy jednak
pewnosci, czy ciag, ktorego istnienie jest teza twierdzenia 4.3, jest zbiezny do tych
punktéw statych. Nie wiemy zatem, czy uzyskana trajektoria jest trajektoria hetero-
kliniczna (lub homokliniczna, jesli Ny = N,y oraz f = g).

W celu udowodnienia istnienia orbity homoklinicznej lub heteroklinicznej mu-
simy dodatkowo udowodnié, ze jeéli dana trajektoria pozostaje nieskonczenie dlugo
wewnatrz zbioru N,,+1, to jest ona zbiezna do punktu stalego oraz ze trajektoria,
ktéra nieskonczenie dlugo przebywata w zbiorze Np, ma zbidr a—graniczny réwny
punktowi stalemu.

Okazuje sig¢, ze mozna to stwierdzi¢, wybierajac zbiory N; oraz N,,+1 w odpo-
wiedni sposéb i badajac macierz Jacobiego odwzorowania f na tym zbiorze. Krawedzie
czworokatéw Ni, N,,11 maja kierunki zgodne z wektorami wlasnymi macierzy f’
w odpowiednim punkcie stalym. Na kazdym z tych zbioréw wprowadzamy uktad
wspoélrzednych, w ktérym osie pokrywaja sie z wektorami wlasnymi, zas poczatek
ukladu jest w punkcie stalym. W tym ukladzie wspoélrzednych obliczamy macierz
Jacobiego odwzorowania f, co daje zaburzona macierz diagonalng postaci

A= ( Z; ‘:; ) (4.6)

Aby metoda dzialata, zaburzenie musi by¢ mate. W szczegdélnosci nie moga byé na-
ruszone warunki hiperbolicznodci |az| < 1 < |ay].

Udowodnienie hiperboliczno$ci réwnolegtoboku N sprowadza sie do sprawdzenia
warunku

£1€2 < (1 — /\2)()\1 — 1), (47)

gdzie Ay = inf{|a1|: a1 € a1}, Ay = sup{las|: as € as}, zas 1,5 sa ograniczeniami
od géry wartosci bezwzglednych elementéw niediagonalnych macierzy A.
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Szczegdly sa podane w pracy [45]. Znaleziono tam réwnolegloboki hiperboliczne
dla punktéw stalych & oraz dla orbity o okresie 2 odwzorowania Hénona. Udowod-
niono istnienie orbity heteroklinicznej laczacej punkt staty = z punktem stalym z ™,
nieskoficzenie wielu orbit homoklinicznych punktu =% oraz orbit homoklinicznych or-
bity okresowej o okresie 2.

Jesli tylko pierwsza lub tylko ostatnia relacja nakrywajaca jest samonakryciem,
to w podobny sposéb mozna udowodnié¢ istnienie trajektorii, ktérych zbiorem « lub
w—granicznym jest punkt staty.

4.2. Entropia topologiczna

Scisle oszacowanie entropii topologicznej ukladu dynamicznego jest skompliko-
wanym zagadnieniem. Jest to konsekwencja faktu, ze standardowe definicje entropii
topologicznej uzywajace otwartych pokryé lub zbioréw e—rozdzielonych nie nadaja sie
dobrze do zaprojektowania $cistych procedur numerycznych. Wiekszos¢ Scistych wy-
nikow odnosi sie do odwzorowan wymiaru 1. Czeé¢ niedcistych metod dla wyzszych
wymiaréw jest rozszerzeniem metod dla ukladéw jednowymiarowych [92]. Inne nie-
Sciste podejscia sa oparte na zliczaniu orbit okresowych o ustalonym okresie lub kon-
struowaniu przyblizenia podzialu Markowa. W pracy [30] podana jest $cista metoda
otrzymywania oszacowania od gory entropii topologicznej odwzorowania dla ustalo-
nego skonczonego podzialu. Jest jednak trudne wyciagniecie na tej podstawie jakichs
wnioskéow na temat entropii topologicznej odwzorowania dla dowolnego podziatu.

W niniejszym rozdziale przedstawimy metode otrzymywania $cistych oszacowan
od dotu na entropie topologiczna na podstawie istnienia dynamiki symbolicznej dla
badanego ukladu dynamicznego.

4.2.1. Oszacowania na podstawie istnienia
dynamiki symbolicznej

7Z faktu, ze f jest semisprzezone z podprzesunieciem skonczonego typu, mozna
wyciagnaé wnioski na temat entropii topologicznej odwzorowania f.

Entropia topologiczna podprzesuniecia skonczonego typu o macierzy przejscia
A jest réwna logarytmowi dominujacej warto$ci wlasnej A\; macierzy A, tj. wartosci
wlasnej takiej, ze Ay > |A;| dla wszystkich warto$ci wlasnych macierzy A [103].

Entropia topologiczna odwzorowania semisprzezonego z podprzesunieciem jest
nie mniejsza niz entropia topologiczna podprzesuniecia. Wynika to z faktu, ze dla
kazdej dopuszczalnej sekwencji symboli o dlugosci n istnieje trajektoria realizujaca te
sekwencje. Trajektorie takie moga stuzy¢ jako zbiory (n,e)-rozdzielone, dla kazdego e
mniejszego niz minimalna odlegto$¢ miedzy zbiorami N;. Mamy zatem twierdzenie:

Twierdzenie 4.4. Niech zbiory N; oraz macierz A bedg takie jak w Twierdzeniu 4.2.
Wowezas entropia topologiczna f jest nie mniejsza niz logarytm dominujgcej warto$ci
wlasnej A1 macierzy A.

H(f) > log A1 (4.8)
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Twierdzenie 4.4 pozwala na oszacowanie entropii topologicznej w przypadku, gdy
wszystkie nakrycia dotycza tej samej iteracji odwzorowania f. Jesli relacje nakrywa-
jace sa okreslone dla réznych iteracji f, to mozna, wprowadzajac pomocnicze zbiory
My, przeliczyé wszystkie nakrycia na nakrycia dla pierwszej iteracji.

Otrzymany w ten sposéb zbiér relacji nakrywajacych dla pierwszej iteracji daje
macierz przejécia A. Jedli zbiory pomocnicze My, i zbiory N; sa parami rozlaczne
to mamy pewno$¢, ze trajektorie realizujace rézne ciagi symboli sg rézne i wéwczas
dominujaca warto$¢ wlasna macierzy A szacuje od dolu entropie topologiczna f.

Jesli zbiory N; i Mj nie sa parami rozlaczne, to mozna niekiedy udowodnié,
ze dominujaca warto$¢ wilasna macierzy A jest oszacowaniem od dotu entropii to-
pologicznej f. Technika dowodu oraz przyktad dla odwzorowania Hénona podane sa
w pracy [45].

4.2.2. Oszacowania na podstawie liczby orbit okresowych

Liczba orbit okresowych jest $cidle zwiazana z entropia topologiczna. Najbar-
dziej znanym rezultatem w tym kontekscie jest pochodzacy od Bowena [12, 13] wynik
dotyczacy dyfeomorfizméw spelniajacych aksjomat A. Mowimy, ze dyfeomorfizm f
okreélony na rozmaitosci X spelnia aksjomat A jesli zbiér punktow niewedrujacych Q
jest zbiorem hiperbolicznym oraz punkty okresowe f sa geste w (2. Entropia topolo-
giczna dyfeomorfizmu spelniajacego aksjomat A jest réwna [112, Twierdzenie 5.9.7,
str. 258]

H(f) = lim sup 2877 (4.9)

n—oo n

gdzie P, oznacza liczbe punktow statych odwzorowania f.
Do oszacowania entropii topologicznej na podstawie liczby orbit okresowych be-
dziemy uzywaé¢ wzoru

H,(f) = lognP”- (4.10)

Wykazemy, ze w wielu przypadkach ciag H,, (f) jest doéé szybko zbiezny i moze stuzyé
jako oszacowanie rzeczywistej entropii topologicznej uktadu. Na podstawie tak uzy-
skanej przyblizonej wartosci entropii topologicznej bedziemy oceniaé jakos¢ oszacowan
Scistych uzyskanych na podstawie istnienia dynamiki symbolicznej.

4.3. Odwzorowanie Hénona

Jako pierwszy przyklad rozwazymy odwzorowanie Hénona (1.31). Dla klasycz-
nych wartosci parametréw a = 1.4, b = 0.3 udowodnimy za pomoca metod opisanych
w poprzednim podrozdziale istnienie réznych rodzajéw dynamiki symbolicznej.

Problem istnienia dynamiki symbolicznej dla odwzorowania Hénona jest przed-
miotem wielu prac naukowych. Przypomnijmy niektére z wynikow uzyskanych w spo-
séb Scisly. W pracy [86] wykazano analitycznie, ze podrozmaitodci stabilna i niesta-
bilna punktu stalego T (zobacz (1.32)) przecinaja si¢ transwersalnie, co prowadzi
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do pelnej dynamiki symbolicznej na dwéch symbolach dla pewnej (nieznanej) iteracji
odwzorowania h. W pracy [120] udowodniono za pomoca metody relacji nakrywaja-
cych istnienie petnej dynamiki symbolicznej dla h7. W pracy [113] przy uzyciu teorii
indeksu Conleya wykazano z pomoca komputera istnienie orbit okresowych o wszyst-
kich okresach poza 3 i 5. Ten sam wynik udowodniono pdzniej za pomocg metody
relacji nakrywajacych [34], kiedy wykazano istnienie dynamiki symbolicznej (przesu-
niecie zlotego podziatu) dla h?. Komputerowo wspierany dowéd istnienia dynamiki
podkowy dla 25 iteracji odwzorowania h przedstawiono w pracy [111]. Dowdd oparty
jest na wlasnosci §ledzenia pseudoorbit. W pracy [45] udowodniono istnienie dynamiki
symbolicznej na pieciu symbolach dla réznych iteracji odwzorowania h. W pracy [39]
udowodniono istnienie réznych rodzajéw dynamiki symboliczne;j.

Przedstawimy obecnie wyniki uzyskane za pomoca metody relacji nakrywajacych.

4.3.1. Dynamika symboliczna

W pracy [120] udowodniono istnienie pelnego przesuniecia na dwéch symbolach
dla odwzorowania h” (zobacz réwniez [34]). Pelne przesuniecie odpowiada macierzy
przejscia, ktérej wszystkie elementy sa niezerowe (nie ma przej$é zabronionych)

A= G 1) (4.11)

Dominujaca warto$¢ wlasna powyzszej macierzy jest réwna 2 i stad otrzymujemy
oszacowanie na entropie topologiczna dla odwzorowania h

1
H(h) > - log2 > 0.099. (4.12)

W pracy [34] udowodnione zostalo istnienie dynamiki symbolicznej na dwéch
symbolach dla drugiej iteracji odwzorowania Hénona. Czworokaty N1, N sa przedsta-

2 2
wione na rysunku 4.2. Zachodza nastepujace relacje nakrywajace: Ny LN Ni, Ny LN Ny

2
oraz Ns LN N;. Na tej podstawie konstruujemy macierz przejicia

. G (1)) (4.13)

opisujaca tzw. przesuniecie zlotego podzialu. Poniewaz dominujaca warto$¢ wlasna
powyzszej macierzy jest réwna A\; = 0.5 - (v/5 + 1) (stad nazwa przesuniecia), to
mamy nastepujace oszacowanie na entropie topologiczna odwzorowania Hénona

1 541
H(h) > §log \[;_

> 0.24. (4.14)

Czynnik % bierze si¢ z faktu, ze relacje nakrywajace dotycza drugiej iteracji odwzo-
rowania Hénona. W powyzszych dwoéch przykladach zbiory N; zostaly znalezione
metoda prob i btedéw na podstawie potozenia punktéw statych i orbit o okresie 2.
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Rys. 4.2. Dynamika symboliczna dla przeksztatcenia h?, czworokaty N1, No oraz ich obrazy

W celu udowodnienia istnienia bardziej skomplikowanej dynamiki symbolicznej
znaleziono pokrycie czedci niewedrujacej zbioru [—2, 2] x [—2, 2] zawierajacego nume-
rycznie obserwowany atraktor. Pokrycie to przedstawione jest na rysunku 4.3a.

a) 05— — b) 05

1.l NN
’ | ’ o ﬁ

osbe L o5l Lo
-1.0 0.0 1.0 -1.0 0.0 1.0

Rys. 4.3. Wybér zbioréw N; do dowodu istnienia dynamiki symbolicznej dla odwzorowania
Hénona: a) cze$é¢ niewedrujaca zbioru [—2,2] x [—2,2], usuniete kostki oznaczono kolorem

zielonym; b) cze$é niewedrujaca zbioru pozostalych kostek
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Z pokrycia usunieto kostki polozone na lewo od prostej 1 = —1 (na rys. 4.3a
sa one zaznaczone kolorem zielonym) i znaleziono cze$¢ niewedrujaca powstalego w
ten sposob zbioru. Wynik jest przedstawiony na rysunku 4.3b. Zbiér ten zostal uzy-
ty do konstrukcji zbioréw N;. Poniewaz cze$é niewedrujaca sktada sie z 8 spdjnych
kawaltkéw, to wybrano 8 czworokatéw (rys. 4.4a). Dla tak wybranych zbioréw istnie-
ja tylko cztery relacje nakrywajace odpowiadajace czterem niezerowym elementom
w macierzy przejscia

A= . (4.15)

1

Macierz przejécia jest niemal pusta, a zatem nie ma zadnej interesujacej dyna-
miki symbolicznej zdefiniowanej na tych zbiorach. Wida¢ jednak, ze dla wielu par
zbioréw N; relacje nakrywajace ,prawie” zachodza. Okazuje sie, Ze mozna recznie
poprawié¢ potozenie zbioréw N; w taki sposéb, aby zachodzilo znacznie wiecej relacji
nakrywajacych. Poprawione zbiory N; oraz ich obrazy pod dziataniem odwzorowania
h zostaly przedstawione na rysunku 4.4b.

W ostatnim kroku udowodnione zostato zachodzenie relacji nakrywajacych po-
miedzy wybranymi zbiorami. Odpowiadaja one istnieniu dynamiki symbolicznej na
o$miu symbolach z nastepujaca macierza przejscia

A= . (4.16)

Wynika stad, ze odwzorowanie h jest semisprzezone z przesunieciem skonczonego
typu o macierzy przejscia (4.16) oraz ze entropia topologiczna odwzorowania Hénona
jest ograniczona przez

H(h) > 0.382. (4.17)
Ten wynik jest lepszy niz oszacowanie
H(h) > 0.338, (4.18)

uzyskane na podstawie relacji nakrywajacych dla réznych iteracji odwzorowania h [45].
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a) poczatkowe czworokaty; b) ulepszone czworokaty
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Przeprowadzono wiele préb konstrukeji zbioréw N; dla odwzorowania Hénona,
przy uzyciu dokladniejszego rozdrobnienia czesci niewedrujacej na kostki. Przyktady
zbioréw, na podstawie ktorych dokonywano wyboru czworokatéow N;, sa przedstawio-
ne na rysunku 4.5. Najlepsze oszacowanie na entropi¢ topologiczna otrzymano dla
zbioréw przedstawionych na rysunku 4.6.

a) 0.5 — ———— — b) 0.5
S S=n o
I---“-:"._“_““ — --.\ -
= ] T g
| ﬁ‘\,\*\ﬁh 7 ~ \~‘§§ .
\ AN \§
00— } — 0.0 )
/ | [ //
f..--" 1 r -~
" | L //
o5l 1 Y] AU N E N I
-1.0 0.0 1.0 -1.0 0.0 1.0

Rys. 4.5. Efekt pokrycia czedci niezmienniczej zbioru [—1,2] x [—2,2] za pomocy kostek
0 mniejszym rozmiarze

Udowodniono istnienie 46 relacji nakrywajacych miedzy tymi zbiorami. Odpo-
wiadaja one nastepujacej macierzy przejscia

(4.19)
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W reprezentacji (4.19) macierzy o elementach ze zbioru {0, 1} zaczerniony kwa-
drat odpowiada elementowi niezerowemu. Obliczajac dominujaca warto$é¢ wlasna po-
wyzszej macierzy, dostajemy oszacowanie na entropie topologiczna

H(h) > 0.430. (4.20)

4.3.2. Oszacowanie entropii topologicznej
na podstawie liczby orbit okresowych

Problem wartosci entropii topologicznej odwzorowania Hénona dyskutowany byt
w wielu pracach [48, 49, 92]. Najczesciej w celu obliczenia przyblizonej wartosci en-
tropii topologicznej znajduje sie¢ podzial przestrzeni stanu na zbiory odpowiadajace
réznym symbolom oraz konstruuje w sposéb przyblizony zestaw dozwolonych przejéé
miedzy tymi zbiorami. Pierwsze Sciste oszacowanie entropii topologicznej pojawito sie
wkrétce po ukazaniu sie pracy Hénona [59]. Z istnienia orbity homoklinicznej punktu
stalego [86] wynika, Ze entropia topologiczna odwzorowania Hénona jest dodatnia,
co zgodnie z definicja oznacza, ze odwzorowanie to jest chaotyczne w sensie topo-
logicznym. Z istnienia dynamiki symbolicznej uzyskano rézne dodatnie oszacowania
od dotu entropii topologicznej [120, 34, 111, 45, 39]. Najlepsze z nich jest podane
wzorem (4.20).

Obecnie uzyjemy liczby wszystkich orbit okresowych o niskim okresie, wyznaczo-
nej w rozdziale 3, do oszacowania rzeczywistej wartosci entropii topologicznej. Na tej
podstawie ocenimy jakos¢ Scistych oszacowan uzyskanych w poprzednim podrozdziale.

0.8
a) 10°f b)
0.7}
10°}
0.6}
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10°} 0.4r
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10°}
0.2t
10"t
o1t
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Rys. 4.7. Entropia topologiczna odwzorowania Hénona: a) liczba P, punktéw stalych h™;
b) oszacowanie H,,(h) entropii topologicznej na podstawie liczby krétkich orbit okresowych

Do obliczen uzywamy danych z tabeli 3.1. Na rysunku 4.7a przedstawiona zosta-
la w skali logarytmicznej liczba P,, punktéw stalych odwzorowania h™ w funkcji n.
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Mozna zauwazy¢, ze dla n > 10 wykres jest prawie liniowy. Jako oszacowania entropii
topologicznej uzywamy wzoru (4.10). Wyniki zostaly przedstawione na rysunku 4.7b
(poréwnaj réwniez tab. 3.1). Wielkosé H, (h) ulega bardzo niewielkim zmianom dla
n > 10. To pozwala nam postawié¢ hipoteze, ze entropia topologiczna odwzorowania
Hénona jest bliska

H(h) ~ 0.465. (4.21)

Nalezy podkresli¢, ze oszacowanie to nie jest z zaden sposob $ciste. Jest ono opar-
te na Scistych wynikach dotyczacych liczby orbit okresowych o niskim okresie. Nie
wiemy jednak, jak zmienia si¢ H,,(h) dla wigkszych n oraz czy w granicy H,,(h) zmie-
rza do entropii topologicznej H(h) (odwzorowanie Hénona nie spelnia aksjomatu A).
Oszacowanie to stanowi jednak cenng wskazdéwke przy szukaniu $cistych oszacowan.

Na podstawie powyzszych uwag mozemy stwierdzié, ze Sciste oszacowanie (4.20)
uzyskane ze skonstruowanej dynamiki symbolicznej jest bliskie rzeczywistej entropii
odwzorowania Hénona. Znaleziona dynamika symboliczna odtwarza stosunkowo wier-
nie skomplikowana dynamike odwzorowania h.

4.4. Odwzorowanie Ikedy

Jako drugi przyklad rozwazmy odwzorowanie Tkedy opisane réwnaniem (1.33)
dla parametrow o wartosciach p =1, B =0.9, Kk = 0.4.

Poniewaz dla o = 3 wszystkie trajektorie zmierzaja do jednego z punktéw sta-
lych, to nie istnieje zadna interesujaca dynamika symboliczna dla tego przypadku.
Ponizej przedstawimy analize dla przypadku a = 6. Dla o = 7 mozna uzy¢ tych sa-
mych metod w celu dowodu istnienia dynamiki symbolicznej oraz otrzymania $cistych
oszacowan od dolu na entropie¢ topologiczna.

Dla rozwazanego przypadku udowodnimy istnienie relacji nakrywajacych o réz-
nym stopniu skomplikowania. Beda sie one réznily liczba zbioréw (liczba symboli) oraz
macierzami przejécia. Wyprowadzimy oszacowania na entropie topologiczng wynika-
jace z istnienia poszczegdlnych dynamik symbolicznych oraz poréwnamy te wyniki
7 oszacowaniem entropii topologicznej na podstawie liczby krotkich orbit okresowych.

4.4.1. Dynamika symboliczna

Do znalezienia zbioréw N;, na ktérych jest zdefiniowana dynamika symboliczna,
zostala uzyta cze$é niewedrujaca obszaru pulapki (rys. 3.8). W celu rozbicia czesci
niewedrujacej na kawalki usunigto kostki, dla ktorych y —x > 1 lub y — 2 < =2,
i znaleziono czeé¢ niezmienniczg tego, co pozostalo. Zbiér ten zostal nastepnie uzyty
przy wyborze zbioréw N;. Polozenie zbioréw N; bylo recznie modyfikowane, tak aby
mozliwie zachodzila mozliwie duza ilo$¢ relacji nakrywajacych.

W ostatnim kroku sprawdzono w spos6b Scisty zachodzenie relacji nakrywaja-
cych, skonstruowano na tej podstawie macierz przejscia A oraz obliczono entropig
topologiczna otrzymanej w ten sposéb dynamiki symboliczne;j.

Postepujac wedtug procedury opisanej powyzej, znaleziono kilka przyktadéw dy-
namiki symbolicznej dla odwzorowania Ikedy.
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Rys. 4.8. Odwzorowanie Ikedy, o = 6, zbiory N; oraz ich obrazy f(N;): a) dynamika
symboliczna na 4 symbolach; b) dynamika symboliczna na 7 symbolach
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Dla dynamiki symbolicznej na czterech symbolach (rys. 4.8a) macierz przejécia
ma postaé

A= . (4.22)

Obliczajac dominujaca wartos¢ wlasna macierzy przejscia otrzymujemy nastepujace
oszacowanie na entropie topologiczna H(f) > 0.199.

Przyktad z siedmioma zbiorami N; jest pokazany jest na rysunku 4.8b. Na pod-
stawie macierzy przejScia

1
1 11
11
A= 1 (4.23)
1
1
11

mozna otrzymaé oszacowanie na entropie topologiczna H(f) > 0.401.

Najlepsze oszacowanie od dolu na entropie topologiczng uzyskano dla dynamiki
symbolicznej na 18 symbolach przy liczbie relacji nakrywajacych réwnej 29. Odpo-
wiadajace jej zbiory NN; przedstawione sa na rysunku 4.9.

Macierz przejscia ma postaé

j.H_lIII] Hﬁ
[.]_IIT

ﬁ
A= 4.24
- (4.24)

L

a entropie topologiczna na tej podstawie mozna oszacowaé przez

H(f) > 0.485. (4.25)

Uzyskane oszacowanie jest najlepszym znanym Scistym oszacowaniem entropii topo-
logicznej tego odwzorowania.
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b) obrazy f(NV;)
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4.4.2. Oszacowanie entropii topologicznej
na podstawie liczby orbit okresowych

W poprzednim podrozdziale uzyskano oszacowanie entropii topologicznej dla od-
wzorowania lkedy na podstawie istnienia dynamiki symbolicznej zanurzonej w tym
odwzorowaniu. Poréwnamy obecnie ten wynik z nieScistym oszacowaniem entropii
topologicznej uzyskanym na podstawie liczby krétkich orbit okresowych.

Podobnie jak dla odwzorowania Hénona uzywamy wzoru (4.10) do oszacowania
entropii topologicznej. Wyniki dotyczace liczby znalezionych orbit okresowych i osza-
cowania na tej podstawie entropii topologicznej H,,(f) = log(P,)/n dla a = 3,6, 7 sa
zebrane w tabeli 4.1 i przedstawione na rysunku 4.10.

Tabela 4.1
Odwzorowanie Ikedy. Q,, — liczba orbit okresowych o okresie n, P, — liczba punktow
stalych odwzorowania f", H, =n~! log(P,) — oszacowanie entropii topologicznej

a=3 a=6 a="T
"l [P H. [[Q [ P. ] He [Q, [P | Ha
1 3 3 | 1.0986 3 3 | 1.0986 3 3 | 1.0986
2 0 3 | 0.5493 1 5 | 0.8047 3 9 | 1.0986
3 0 3 | 0.3662 2 9 | 0.7324 2 9 | 0.7324
4 0 3 | 0.2747 3 17 | 0.7083 3 21 | 0.7611
5 0 3 | 0.2197 4 23 | 0.6271 4 23 | 0.6271
6 0 3 | 0.1831 7 53 | 0.6617 7 57 | 0.6738
7 0 3 | 0.1569 10 73 | 0.6129 14 101 | 0.6593
8 0 3 | 0.1373 14 129 | 0.6075 20 181 | 0.6498
9 0 3 | 0.1221 26 243 | 0.6103 40 369 | 0.6568
10 0 3 | 0.1099 46 485 | 0.6184 66 689 | 0.6535
11 0 3 | 0.0999 76 839 | 0.6120 104 | 1147 | 0.6404
12 0 3 | 0.0916 110 | 1385 | 0.6028 || 216 | 2661 | 0.6572
13 0 3 | 0.0845 194 | 2525 | 0.6026
14 0 3| 0.0785 || 317 | 4513 | 0.6011
15 0 3 ] 0.0732 || 566 | 8519 | 0.6033

Dla @ = 3 mamy tylko trzy punkty stale i zadnych innych orbit okresowych.
Wszystkie inne trajektorie zmierzaja do jednego z punktéw stalych. Jasne jest, ze
entropia topologiczna odwzorowania Ikedy dla o = 3 jest rowna zero. Aproksymacja
entropii topologicznej na podstawie liczby punktéw stalych f™ zmierza do 0.

Dla o = 6 aproksymacja H,(f) stabilizuje si¢. To pozwala na postawienie hi-
potezy, ze entropia topologiczna odwzorowania Ikedy dla a = 6 jest w przyblizeniu
rowna

H(f) =~ 0.6. (4.26)

Dla @ = 7 mamy wiecej orbit okresowych niz dla « = 6. W zwiazku z tym
otrzymujemy wyzsze oszacowania na entropie topologiczna.
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Rys. 4.10. Odwzorowanie Ikedy. Oszacowanie entropii topologicznej na podstawie liczby
kroétkich orbit okresowych dla o = 3,6,7

Aproksymacja stabilizuje sie wok6t H(f) ~ 0.65. Okazuje sie, ze choé¢ w symula-
cjach obserwuje sie jedynie okresowe zbiory graniczne, to dynamika z topologicznego
punktu widzenia jest bardziej skomplikowana niz dla przypadku a = 6. Ta skompli-
kowana dynamika jest skoncentrowana na zbiorze, ktéry odpycha trajektorie (zbiér
chaotyczny jest repelerem).

4.5. Obwéd Chuy

Opublikowano wiele prac dotyczacych dynamiki obwodu Chuy oraz dowodu ist-
nienia chaosu w tym obwodzie. Geometryczna struktura atraktora zostala opisana
w pracy [81]. Pierwsze proby dowodu istnienia chaosu pojawily sie w pracy [82]. Po
wprowadzeniu przyblizenia dotyczacego odwzorowania powrotu udowodniono istnie-
nie orbity homoklinicznej. Pelny dowdd istnienia chaosu w sensie Szylnikowa zostatl
przeprowadzony w pracy [80]. Wykazano istnienie orbity homoklinicznej dla pewnych
wartosci parametréow nalezacych do niewielkiego przedziatu.

W pracy [31] wykazano istnienie dynamiki symbolicznej dla obwodu Chuy. Przed-
stawimy obecnie skrotowo ten rezultat.

4.5.1. Istnienie dynamiki symbolicznej

Na plaszczyznie Yo wybieramy osiem punktéw

—0.1950, —2.6942956550
—0.2376, —2.9659317744

( =(—0.1761, —2.2243882059),
(

(—0.3181, —4.1785885539

(

)

=(—0.2410, —3.2489461290),
(—0.3315, —4.0981421985),
=( )

Ay Ao
As Ay
As Ag
Ar Ag

—0.3597, —4.4381670543

)
)s
)
), —0.3472, —4.5294652668),
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lezacych na dwoch prostych réwnoleglych

23 = (2 - 1.253 — 0.0105) - 9.623, (4.27a)
z3 = (2 - 1.253 — 0.03565) - 9.623. (4.27b)

Zbiory Ny i Ny definiujemy jako czworokaty AsAgA7As oraz A; As AsAy. Sa one
przedstawione na rysunku 4.11. Krawedzie czworokatéw N; oraz Ny zawarte w pro-
stych (4.27) nazywamy ,poziomymi”, pozostale zas ,pionowymi”. Proste (4.27) defi-
niujg pas, ktéry okreslamy litera S.

X
03r T T T T
[ [ [ [

[~ | | | | N
B L REEEEERE TR R
. 1 1 1 1 -
'27—77777777777777777_\
0 1 N/ 1 T
3 - -t - - - - = |
r 1 1 1 1 7
Nl T LEER R R
- le\ | | -
—57—77777777777777777_\
-6 L L L L L L L L L xz
-0.5 -04 -0.3 -0.2 -0.1 0

Rys. 4.11. Czworokaty N1, N2, dla ktérych udowodniono zachodzenie relacji nakrywajacych

Oznaczmy przez P odwzorowanie powrotu zdefiniowane przez péiplaszczyzne
Yy ={z:z1=1,2; <0}.

W pracy [31] wykazano, ze odwzorowanie P jest ciagle na zbiorze Ny U N oraz
ze obrazy krawedzi Ni i Ny sa zawarte we wnetrzu pasa S. Wykazano réwniez, ze
obrazy pionowych bokéw Ny leza po przeciwnych stronach zbioru Ny U Ny, zas obrazy
pionowych bokéw Ny po przeciwnych stronach Nj.

W ten sposéb udowodniono, ze pod dzialaniem P czworokat N; nakrywa Nj
i samego siebie, za§ Ny nakrywa N;. Wynika stad, ze podprzesuniecie skonczonego
typu o macierzy przejécia

= G (1)) (4.28)

jest zanurzone w P.
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4.5.2. Oszacowanie entropii topologicznej
odwzorowania Poincarégo

Poniewaz na zbiorze N; U Ny odwzorowanie P jest réwne dwukrotnemu zloze-
niu odwzorowania powrotu P wyznaczonego przez zbiér X = ¥ U Xy (zobacz pod-
rozdz. 2.9), to z istnienia dynamiki symbolicznej wynika, ze entropia topologiczna
odwzorowania P jest oszacowana od dotu przez

11
H(P) > ; log +2‘/5

> 0.24. (4.29)

Obecnie przedstawimy oszacowanie entropii topologicznej odwzorowania P na
podstawie liczby orbit okresowych.

7 istnienia dynamiki symbolicznej na zbiorach Ny, Ns wynika, ze dla kazdego
skoficzonego ciagu symboli (a1, as ..., ay), ar € {0, 1}, ktéry po zamknieciu w cykl nie
zawiera podciagu (1,1), istnieje orbita okresowa (1,2, ...,z,) taka, ze x; € Ny, 41
dla i =1,...,n. Mozna udowodnié, ze liczba dozwolonych ciagéw o dlugosci n (kaz-
demu z nich odpowiada inny punkt okresowy) jest réwna

(14 VB)" + (1 =V5)"
2n ’

P =

(4.30)

Liczba orbit okresowych o okresie n oraz liczba punktéw stalych odwzorowania
P™ wynikajaca z istnienia dynamiki symbolicznej jest podana w tabeli 4.2. Podano
réwniez wszystkie (z dokladnoscia do permutacji) dozwolone okresowe ciagi symboli
o dtugosci n.

Tabela 4.2 ~
Liczba Q,, orbit okresowych o okresie n oraz liczba P, punktéw stalych odwzorowania P"
wynikajacych z istnienia dynamiki symbolicznej

n | Q, | Pn Dozwolone okresowe ciaggi symboli o dtugosci n
1 1 11 (0)
2 1 31 (0,1)
3 1 4 1 (0,0,1)
4 1 71 (0,0,0,1)
5 2 11 | (0,0,0,0,1), (0,1,0,0,1)
6 2 18 | (0,0,0,0,0,1), (0,1,0,0,0,1)
7 4 29 | (0,0,0,0,0,0,1), (0,1,0,0,0,0,1), (0,0,1,0,0,0,1),
(0,0,1,0,1,0,1)
8 5 47 | (0,0,0,0,0,0,0,1), (0,1,0,0,0,0,0,1), (0,0,1,0,0,0,0,1),
(0,1,0,1,0,0,0,1), (0,1,0,0,1,0,0,1)
9 8 76
10 | 11 | 123
11 | 18 | 199
12 | 25 | 322

162



Opiszemy, w jaki sposob mozna przeliczyé¢ liczbe punktéw okresowych odwzoro-
wania P na liczbe odpowiadajacych im punktéw okresowych odwzorowania P. Orbita
okresowa, o okresie n odwzorowania P odpowiada orbicie okresowej o okresie 2n od-
wzorowania P. Dla kazdej orbity okresowej odwzorowania P istnieje symetryczna
orbita okresowa przecinajaca plaszczyzne Y;. Zatem jesli liczba punktéw okresowych
o okresie n odwzorowania P wynosi k, to odpowiada jej liczba 4k punktéw okresowych
o okresie 2n dla odwzorowania P. Dane dotyczace liczby orbit okresowych odwzoro-
wania P wynikajace z istnienia dynamiki symbolicznej sa zestawione w tabeli 4.3.

Tabela 4.3
Liczba Q,, orbit okresowych odwzorowania P, liczba P, punktéw statych P™ oraz osza-
cowanie H,, entropii topologicznej odwzorowania P na podstawie liczby orbit okresowych:
wynikajacych z istnienia dynamiki symbolicznej (,,DS”), znalezionych za pomoca metody
bliskich powrotéw (,,BP”)

DS BP

"1q, P, H, | Q, | P. H,

2 2 4106931 | 2 406931

4 2 12 1 06212 | 10| 44 | 0.9460

6 2 16 | 04621 | 6| 40 | 0.6148

8 2 28 | 0.4165 | 30 | 284 | 0.7061
10 4 44 | 0.3784 | 24 | 244 | 0.5497
12 4 72 | 0.3564 | 90 | 1160 | 0.5880
14 8 116 | 0.3395 | 62 | 872 | 0.4836
16 10 188 | 0.3273 | 124 | 2268 | 0.4829
18 16 304 | 0.3176 | 74 | 1372 | 0.4013
20 22 492 | 0.3099 | 164 | 3564 | 0.4089
22 36 796 | 0.3036 | 98 | 2160 | 0.3490
24 50 | 1288 | 0.2984 | 172 | 5528 | 0.3591
2 80 | 2084 | 0.2939 | 102 | 2656 | 0.3033

28 116 3372 | 0.2901 | 140 | 4832 | 0.3030
30 180 5456 | 0.2868 94 | 3100 | 0.2680
32 270 8828 | 0.2839 | 100 | 5468 | 0.2690
34 420 14284 | 0.2814 36 | 1228 | 0.2092

36 632 23112 | 0.2791 20 | 3212 | 0.2243
38 984 37396 | 0.2771 4 156 | 0.1329
40 1500 60508 | 0.2753 2 | 3884 | 0.2066
42 2328 97904 | 0.2736 0 908 | 0.1622
44 3582 | 158412 | 0.2721 0 | 2200 | 0.1749
46 5572 | 256316 | 0.2707 0 4 | 0.0301
48 8610 | 414728 | 0.2695 0 | 7512 | 0.1859
50 | 13420 | 671044 | 0.2683 0 244 | 0.1099

Poniewaz odwzorowanie P ma orbity okresowe wylacznie o parzystych okresach,
to wypisane sg wyniki jedynie dla parzystych n. Podano liczbe orbit okresowych o
okresie n, liczbe punktéw stalych odwzorowania P™ wynikajacych z istnienia dynamiki
symbolicznej oraz oszacowanie entropii topologicznej na podstawie wzoru (4.10).

163



W tej samej tabeli zestawiono rowniez wyniki uzyskane na podstawie liczby orbit

okresowych znalezionych w podrozdziale 3.8.3 za pomoca metody bliskich powrotéw.
Oszacowanie entropii topologicznej w funkcji n dla obu przypadkéw jest przedstawione
réwniez na rysunku 4.12.
Mozna zauwazy¢, ze QéSD) = (QBP), co odpowiada faktowi, ze dwie najkrotsze
orbity okresowe sa wykryte przez obie metody. Widaé, ze dla matych n liczba znalezio-
nych orbit okresowych jest znacznie wieksza niz liczba orbit okresowych wynikajaca
7z istnienia dynamiki symbolicznej, Q%SD) < Q%BP) dla n = 4,6,...,28. Réznica jest
szczegllnie duza dla malych n (rys. 4.12). Jest to zrozumiale, jesli weZmiemy pod uwa-
ge fakt, iz zbiory N7 i Ny obejmuja jedynie niewielka czesé atraktora. W szczegdlnosci
nie leza w nich zadne orbity okresowe, ktére przecinaja réwnoczesnie obie plaszczyzny
Y1 1 Xo. Nalezy sie zatem spodziewad, ze entropia topologiczna odwzorowania P jest
znacznie wieksza niz $ciste oszacowanie H(P) > 0.24 uzyskane na podstawie istnienia
dynamiki symbolicznej.

1 H,(P)
DS —x—
/\ BP —+—
0.8 ,Q
06 YN O
0.4 NH\ N,
0.2 =
0 n
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Rys. 4.12. Oszacowanie entropii topologicznej odwzorowania P na podstawie liczby orbit
okresowych: wynikajacych z istnienia dynamiki symbolicznej (DS), znalezionych za pomoca
metody bliskich powrotéw (BP)

Oszacowanie H, (P)(PS) stabilizuje sie w okolicy 0.24, natomiast oszacowanie
H,,(P)(BP) maleje znacznie szybciej wraz ze wzrostem n. Dla n > 30 zachodzi waru-
nek Q%SD) > Q;BP), tzn. znaleziono mniej orbit okresowych niz to wynika z istnienia
dynamiki symbolicznej. Jest to spowodowane dwoma faktami.

Po pierwsze w poszukiwaniach ograniczono sie do orbit okresowych uktadu ciagle-
go krétszych niz 150. Po drugie nie znaleziono wszystkich orbit okresowych o okresie
mniejszym niz 150. W metodzie bliskich powrotéw szanse na znalezienie dluzszej orbi-
ty okresowej sg matle, zwtaszcza jesli ta orbita jest potozona w poblizu krétkiej orbity
okresowej.

Jest réwniez interesujace, ze liczba PgBP) znalezionych punktéw okresowych wy-
kazuje naprzemienne oscylacje. W efekcie oszacowanie Hn(P)(BP) dla n podzielnych
przez 4 jest wieksze niz dla n—2 oraz n+2. Wydaje sie prawdopodobne, ze supremum
we wzorze (4.9) jest osiggane w granicy przy k = 4n.
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4.6. Uklad Lorenza

Pierwsze $ciste wyniki dotyczace istnienia chaosu w sensie topologicznym w row-
naniu Lorenza pochodza z pracy [57], gdzie uklad Lorenza jest rozwazany dla wartosci
parametréw s = 10, r = 76, ¢ = 9 oraz [84] dla s = 45, r = 54, ¢ = 10. Autorzy
udowodnili w tych pracach istnienie pewnego rodzaju dynamiki symboliczne;j.

W pracy [44] udowodnono istnienie dynamiki symbolicznej dla odwzorowania
Poincarégo w ukladzie Lorenza (1.46) dla standardowych wartosci. Wykorzystano do
tego metode Scistego catkowania rownania rézniczkowego oparta na normach logaryt-
micznych. W niniejszym rozdziale wykazemy ten fakt za pomoca metody Lohnera oraz
dokonamy poréwnania réznych metod obliczania w sposéb Scisty trajektorii ciaglego
uktadu dynamicznego.

Najbardziej kompletne wyniki na temat uktadu Lorenza dla standardowych war-
tosci parametréw zostaly przedstawione w pracy [115]. Wykazano tam istnienie atrak-
tora chaotycznego dla ukladu Lorenza.

4.6.1. Istnienie dynamiki symbolicznej

Rozwazmy podzbidr plaszczyzny
Y= {(561,1‘2,173) e R3: r3=1r—1,23 < O}

Niech P bedzie odwzorowaniem powrotu wyznaczonym przez zbior . W zbiorze ¥
wybieramy cztery prostokaty N, Na, N3, Ny przedstawione na rysunku 4.13a, dla
ktorych wykazemy istnienie dynamiki symbolicznej. Zbiory N; sa formalnie zdefinio-
wane jako prostokaty o wspélrzednych

= 0(0.4,6)0(1.6,6)0(1.6, —6)0(0.4, —6),
Ny = 0(0.9,6)0(3.3,6)0(3.3, —6)0(0.9, —6),
N3 = 0(—0.4,6)0(—1.6,6)0o(—1.6, —6)0(—0.4, —6),
Ny = 0(—0.9,6)0(—3.3,6)0(—3.3, —6)0(—0.9, —6),

gdzie o jest obrotem o kat 6 = 7w /18
o(x1,22) = (x1 cos0 — x38in 0, x1 sin 6 + x5 cos 9). (4.31)

Zauwazmy, ze prostokaty N3z i Ny sa symetryczne do prostokatow Ny i Ny wzgledem
poczatku uktadu wspélrzednych (rys. 4.13a).

Jako pionowe krawedzie prostokatéw N; wybieramy odcinek 0(0.4,6)0(0.4, —6)
oraz krawedzie réwnolegle do niego. Pas L definiujemy jako domkniety pas zawarty
miedzy prostymi réwnolegtymi 0(0.4,6)0(1.6,6) i 0(0.4, —6)0(1.6, —6).

Przy pomocy komputera udowodnione zostalo nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.5. Odwzorowanie P jest dobrze zdefiniowane i ciggle na Ny U Na.

Zachodzq nastepujace relacje nakrywajgce: Ny £ Ns, Ny = Ny, N = Ns.
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W celu udowodnienia pierwszej czeéci Twierdzenia 4.5 pokryto zbior Ni U N,
kostkami i dla kazdej z nich obliczono obraz przez odwzorowanie Poincarégo, dowodzac
w tej sposob, ze P jest ciagle na Ny U No.

Do dowodu drugiej czesci pokryto krawedzie kostkami, obliczono obrazy tych ko-
stek i sprawdzono, ze potozenie tych obrazéw wzgledem zbioréw N; odpowiada zacho-
dzeniu odpowiednich relacji nakrywajacych. Pokrycie krawedzi prostokatéw Ni i No
za pomoca kostek oraz obliczone obrazy tych kostek przez odwzorowanie Poincarégo
zostaly przedstawione na rysunku 4.13.

X2 )

8) B[P b) 8

8 | | | x 8 | | | X
3 " 1 3 : ol

Rys. 4.13. Dynamika symboliczna dla odwzorowania Lorenza: a) prostokaty N1, Na, N3, Na;
b) pokrycie ,pionowych” krawedzi N1 kostkami i ich obraz przez odwzorowanie Poincarégo
(obraz N1 nakrywa N2 i Nu); ¢) pokrycie ,pionowych” krawedzi Na kostkami i ich obraz
przez odwzorowanie Poincarégo (obraz N2 nakrywa N3); d) pokrycie ,poziomych” krawedzi
N1 U N> kostkami i ich obraz przez odwzorowanie Poincarégo (obraz zawarty w pasie L)

Warto zwrécié uwage, ze w celu udowodnienia, iz obraz zbioru N; U Ns jest
zawarty w pasie L, wystarczy pokazaé, ze warunek ten zachodzi dla brzegu zbioru.
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Warunek dla catego zbioru wynika z ciagtosci i réznowartosciowosci odwzorowa-
nia P. Takie usprawnienie jest istotne ze wzgledéw obliczeniowych. Sprawdzenie, ze
P jest zdefiniowane na zbiorze jest znacznie mniej czasochlonne niz sprawdzenie, ze
obraz zbioru jest zawarty w pasie L.

7 symetrii ukltadu dynamicznego i zbioréw N; wynika, ze odwzorowanie Poin-
carégo P jest dobrze zdefiniowane i ciagle na N3 U Ny oraz ze zachodza relacje nakry-
wajace N3 2 Ny, N3 = Ny, Ny = Nj.

Relacje nakrywajace, ktorych istnienie wykazano, odpowiadaja nastepujacej ma-
cierzy przejscia

(4.32)

= o O O
O = O
OO = O
O = O =

7Z istnienia relacji nakrywajacych wynika istnienie punktu okresowej dla kazdego
okresowego ciggu symboli dozwolonego przez macierz przejscia A oraz semisprzezenie
odwzorowania P z przesunigciem skonczonego typu o macierzy przejécia A.

Dominujaca warto$¢ wlasna macierzy A jest réwna A = /2. Na tej podstawie
otrzymujemy oszacowanie na entropi¢ topologiczna odwzorowania P

H(P) > log V2 > 0.346. (4.33)

Mozna zauwazy¢, ze kwadrat macierzy A jest rowny

A% = (4.34)

O = O =
_— O = O
O = O
— O~ O

Na tej podstawie wnioskujemy, ze w drugiej iteracji zbiory Ni, N3 nakrywa-
ja kazdy ze zbioréw N; i N3 i podobna sytuacja ma miejsce dla zbioréw Ny i Ny.
Dla kazdej pary zbioréw mamy zatem pelna dynamike symboliczng na dwoch sym-
bolach (wszystkie przejscia dozwolone) i stad otrzymujemy oszacowanie na entropie
topologiczng drugiej iteracji odwzorowania P jako H(P?) > log2 réwnowazne osza-
cowaniu (4.33).

4.6.2. Poroéwnanie metod calkowania

Wyniki poréwnan metod catkowania przedstawione w rozdziale 2 moga by¢ nie-
co mylace. Trudno jest znalezé jednoznaczne kryterium stwierdzajace, ktora metoda
jest lepsza. Metoda dajaca dokladniejsze wyniki moze by¢ bardzo wymagajaca pod
wzgledem czasu obliczen i jej stosowanie moze nie mieé¢ sensu.

Obecnie dokonamy poréwnania réznych metod na przykltadzie konkretnego zada-
nia obliczeniowego. Chcemy mianowicie udowodnié, ze obraz jednej z krawedzi zbioréw
N; jest potozony wzgledem zbioréw N,, tak aby zachodzily odpowiednie relacje nakry-
wajace. W celach przeprowadzenia testéw wybierzmy krawedz: o(—1.6,—6), 0o(—1.6,6).
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Przy implementacji kazdej z metod podzial krawedzi na kostki jest dokonywany
automatycznie. Rozpoczynamy z jednego koiica i wybieramy ustalona wielkos¢ kostki.
Obliczamy obraz kostki przez odwzorowanie Poincarégo. Jesli obliczenia zakonczyly
sie powodzeniem i warunek dotyczacy obrazu jest spelniony, to przesuwamy si¢ dalej
wzdluz krawedzi nieznacznie zwigkszajac wielko$¢ nastepnej kostki. W przypadku
niepowodzenia zmniejszamy wielkos¢ kostki i powtarzamy obliczenia.

Tabela 4.4
Poréwnanie metod obliczania trajektorii uktadu ciggltego w sposéb Scisty na przyktadzie
dowodu istnienia dynamiki symbolicznej dla uktadu Lorenza

Metoda Rzad | Krok catkowania | Liczba wywolan P | Czas obliczen
Taylor 4 1 0.01 — —
LogNorm Max 4 1 0.01 — —
LogNorm Eucl 4 1 0.01 57301 370.73
Lohner IV 4 1 0.01 25576 322.48
Lohner PAR 4 1 0.01 — —
Lohner QR 4 | 0.01 184 2.53
Lohner QRS 4 | 0.01 184 2.60
Lohner IE 4 | 0.01 137 1.95
LogNorm Eucl 4 | 0.003 12665 254.71
LogNorm Eucl 4 | 0.005 15823 195.90
LogNorm Eucl 4 | 0.008 27281 216.52
Lohner IE 3 | 0.005 107 2.52
Lohner IE 3 | 0.008 133 2.00
Lohner IE 3| 0.01 182 2.21
Lohner IE 4 | 0.005 106 3.01
Lohner IE 4 | 0.008 119 2.06
Lohner IE 4 | 0.012 143 1.71
Lohner IE 4 | 0.015 196 1.87
Lohner IE 4 | 0.016 234 2.13
Lohner IE 5 | 0.005 106 3.47
Lohner IE 5 | 0.008 119 2.47
Lohner IE 5| 0.012 136 1.91
Lohner IE 5 | 0.015 163 1.82
Lohner IE 5 | 0.016 170 1.82
Lohner IE 5 | 0.0165 231 2.37

Decydujacym kryterium jakos$ci metody jest dla nas czas obliczen niezbedny do
udowodnienia zalozen na temat wybranej krawedzi. Testowane byly metody opisane
w rozdziale 2. Wyniki zostaly przedstawione w tabeli 4.4. W pierwszej czesci tabe-
li poréwnane sg wszystkie metody dla ustalonego kroku catkowania i rzedu metody.
Metoda Taylora nie jest w stanie obliczy¢ obrazu punktu przez odwzorowanie Po-
incarégo. Jej zastosowanie do dowodu jest niemozliwe bez wzgledu na wybdr kroku
catkowania. Metoda oparta na normie maksimum dziata tylko dla bardzo malych roz-
miaréw kostek. Czas obliczen przy uzyciu tej normy mozna oszacowaé na ponad 10 s.
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Dla normy euklidesowej czas obliczenn wynosi ok. 370 s. Jest ona znacznie szybsza od
poprzednich metod i jej zastosowanie pozwolito na przeprowadzenie dowodu istnienia
dynamiki symbolicznej w pracy [44]. Wersja IV metody Lohnera daje poréwnywalny
czas obliczen, natomiast wersje QR oraz IE sa ponad stukrotnie szybsze.

W drugiej czedci tabeli porownujemy dla wybranych metod czas obliczen przy r6z-
nym wyborze rzedu metody i kroku catkowania. Okazuje si¢, ze w kazdym przypadku
obserwujemy minimum przy pewnej wartoéci kroku catkowania. Dla metody wykorzy-
stujacej norme euklidesowa minimum czasu obliczenn wypada w okolicy 7 ~ 0.005, za$
dla metody Lohnera czwartego rzedu dla 7 =~ 0.012. Wynika to z faktu, ze dla duzego
kroku catkowania btedy metody sa decydujace. Przy zmniejszaniu kroku catkowania
poczatkowo obserwujemy skrécenie czasu obliczen zwiazane ze zmniejszeniem bledéw
wprowadzanych przez metode catkowania. Jednak dalsze zmniejszanie kroku catko-
wania powoduje jedynie nieznaczne zmniejszenie bltedow metody i jest to dziatanie
nieoptacalne z punktu widzenia czasu obliczen, gdyz przy mniejszym kroku czasowym
dtuzej trwa obliczenie warto$ci odwzorowania Poincarégo.

Podobnie obserwuje si¢ minimum ze wzgledu na rzad metody. W naszym przy-
padku najmniejsze czasy obliczen wystepuja dla metody czwartego rzedu. Przy rzedzie
metody réwnym 2 metoda Lohnera nie dziala. Zwigkszenie rzedu metody powyzej 5
nie powoduje znacznego zmniejszenia bledéw (a zatem liczba wywolan funkeji P jest
prawie taka sama), ro$nie natomiast czas obliczen.

Przy wyzszym rzedzie metody optymalny krok catkowania staje si¢ wiekszy. Dla
metody trzeciego rzedu najkrétszy czas obliczen obserwuje sig¢ przy 7 = 0.008, dla
metody czwartego rzedu przy 7 ~ 0.012, zas dla metody piatego rzedu przy 7 ~ 0.015.

Tabela 4.5
Poréwnanie catkowitego czasu obliczen

Metoda | Rzad | Krok catkowania | Liczba wywotan P | Czas obliczen
dowdd warunkéw dla krawedzi prostokatow Ni i No
LogNorm Eucl 4 | 0.005 268662 3809.34
Lohner IE 4 | 0.005 936 29.85
Lohner 1IE 4 | 0.01 1312 21.41
Lohner IE 4 1 0.012 1322 17.91
Lohner IE 4 | 0.015 2227 24.54
dowdd ciagglosci na zbiorze N1 U No

Lohner IE 4 | 0.005 4516 139.26
Lohner IE 4 | 0.01 5850 91.56
Lohner 1E 4 | 0.012 6535 85.43
Lohner IE 4 | 0.015 8098 85.07

W tabeli 4.5 pordéwnano catkowity czas przeprowadzenia wspieranego kompute-
rowo dowodu istnienia dynamiki symbolicznej dla metody opartej na normie euklide-
sowej i dla metody Lohnera. Wida¢ wyrazna przewage tej ostatniej. Calkowity czas
obliczen przy uzyciu metody Lohnera wyniést kilka minut, podczas gdy obliczenia
przy uzyciu pierwszej metody trwaly kilkanasdcie godzin.
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Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawione zostaly wybrane aspekty analizy uktadéw nieli-
niowych. Opisano szereg metod wykorzystujacych jako podstawowe narzedzie arytme-
tyke przedziatowa. Wykazano, ze mozliwos¢ implementacji tych metod na komputerze
umozliwia Scisla analize szerokiej klasy uktadéw nieliniowych.

Opisano metody obliczania trajektorii uktadu, dowodu istnienia orbit okresowych
oraz dynamiki symbolicznej, otrzymywania Scistych oszacowan na entropie topologicz-
na, znajdowania czesci niezmienniczej i niewedrujacej danego zbioru oraz basenu przy-
ciagania stabilnej orbity okresowej. Wykorzystujac opisane metody, przeprowadzono
analize dynamiki wybranych ukladéw dyskretnych i ciagltych. W niektérych przy-
padkach uzyskano w miare kompletna charakteryzacje dynamiki ukladu, w innych
pozostawiono otwarte problemy dotyczace istnienia chaotycznego atraktora, pelnej
charakteryzacji krotkich orbit okresowych, otrzymania lepszego oszacowania entropii
topologicznej itd. W celu rozwiazania tych probleméw niezbedne wydaje sie opraco-
wanie nowych metod lub ulepszenie metod istniejacych.

W dziedzinie zastosowan metod arytmetyki przedzialowej do analizy ukltadow
nieliniowych prowadzone sg obecnie prace nad opracowaniem algorytmow pozwalaja-
cych na automatyczna analize dowolnego uktadu nieliniowego niskiego wymiaru.

Inny kierunek prac dotyczy mozliwosci analizy uktadéw wyzszego rzedu lub ukta-
déw nieskonczenie wymiarowych.

Wydaje sie, ze rozwdj metod arytmetyki przedzialowej pozwoli na rozwiazanie
przynajmniej czesci tych probleméw. Duze nadzieje wiaze sie z rozwojem ulepszonych
wersji arytmetyki przedzialowej, w ktérych dzigki specjalnemu sposobowi reprezen-
tacji danych oraz prowadzenia obliczen uzyskuje sie znacznie zmniejszenie szerokosci
przedziatu zawierajacego rzeczywisty wynik.
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